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1. Révisions
(a) Notations :
o(h) = he(h) avec liéne =0.
o) < Mh
(b) Formule de Taylor Lagrange : hypotheéses f C™ sur [a,b], f (n+1) fois dérivable sur ]a, b, alors 3¢ €]a, b[:

r0 =3 o+ Gl

(¢) Formule de Taylor Youngs : hypotheses f n—1 fois dérivable sur une intervalle ouvert contenant x, 7 fois
dérivable en z, alors :

_ — f*(x) E
f(x+h) _kzo x I + h¥e(h)

(d) Formule de Taylor avec reste intégral : f de classe C™ sur [a,b], alors :
t —bu)"
Z f*(a) / () =y,
(n—1)!

(e) Développements limités usuels
(f) Equations différentielles linéaires du premier ordre : y' + a(t)y = f(¢)

1. Equation homogene : ¢’ + a(t)y = 0 solution...
2. Recherche d’une solution particuliére...cas particuliers...

3. Méthode de “variation de la constante”...
(g) Equations différentielles linéaires du second ordre & coefficients constants : y” + by’ + cy = f(¢)

1. Equation homogene : y” + by’ + cy = 0, équation caractéristique...
2. Recherche d’une solution particuliére...cas particuliers...

3. Méthode de “variation des constantes”...

2. Soit ¢ continue et f Clsur R.

(a) Calculez la dérivée de H(t) = e fotg(s)ds f(@).

(b) On suppose que f vérifie f' — gf <0 sur RT.
Démontrez que : YVt € RT  f(t) < f(0) efotg(s)ds.

(c) Soit ¢ continue sur RT et h continue et positive sur BT. On suppose qu'il existe C' tel que : Vi €
RT ¢(t) < fo s)ds + C. Démontrez que (Lemme de Gronwall) : Vi € RT ¢(t) < Cef Ms)ds

3. Soit ¢ réelle vérifiant : IK > 0,YVu,v € R, |p(u) — ¢p(v)| < Klu —v|. Soit f et g deux applications réelles
continues. g vérifie : Je;1 > 0,Vu € R, |g(w)| < e1. Soit y et z solutions de :

{ Y +oy) =1 { F+o(z)=f+yg
y(0)=a y(0) = a+ <o



Ecrire ’équation différentielle dont est solution w = z — y.
Démontrez que sur [0,7], w = O (Jeo| + |e1]).

l ! —
On suppose désormais que ¢ est de classe C2. Soit u solution de :{ Z((_)'; gﬁ(gy)u =9
=€o
Ecrire ’équation différentielle dont est solution 6 = w — u.

Démontrez que sur [0,7], § = O (|€0|2 + |€1|2).

4. Soit (E1) I'équation différentielle : vy’ — 3y = —3¢,¢ € [0, 5].

Résoudre (K1) pour les conditions initiales % et % +e.

Calculez y(5) pour les 2 conditions initiales. On dit que (F1) est “numériquement bien posé” avec la
premiére condition et numériquement mal posé avec la deuxieme. Soit (F2) 1'équation différentielle :
y' + 150y = 49,¢ € [0,1].

Résoudre (F2) et démontrez que (F2) est “numériquement bien posé”.

5. Soit I'équation différentielle (k > 0) :

y' +ky® = 0
y(0) = 1

) Résoudre cette équation différentielle. Quelle est la limite de y en o0 7

Ecrire le schéma d’Euler pour cette équation différentielle. On notera h le pas de temps. Soit ¢(z) =
2 — khz?. Vérifiez que dans le schéma d’Euler on a 4, +1=%(yn ).

Etudiez de maniere détaillée la fonction ¢. Etudiez graphiquement la convergence de la suite y,,. A quelle
condition sur A, la suite y, tend-elle vers 0 ?

On considere a présent le schéma, :

— + 2
Yn+1 — Yn Iy Yn+1 T Yn -0
h 2

ol 'on choisit y,+1de maniére que ]lirrb Ynt1 = Yn- Calculez y,11 en fonction de y,,, k et h.

Soit
1

P(2) = %(\/1 +2az—1) -z

Vérifiez que la suite précédente vérifie y,11 = ¢(y,). Etudiez de maniere détaillée ¢ et étudiez graphique-
ment la convergence de la suite y,. A quelle condition sur A, la suite y, tend-elle vers O 7

On considere les erreurs de consistance sur un pas de temps pour les 2 schémas (z = nh, y solution de
Iéquation différentielle) :

e® = yla+h) —y @)+ khy?(z)
8%2) = ylr+h)—y(z)+kh <w>

Effectuez un développement limité de e%l) et de eg). Quel est Vordre de chacun des schémas ?



