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Chapitre 1

Introduction

Probleme modele : @ C R ouvert, 9§} = T', déflexion d’une membrane, u(z),
sur I, w = 0. Probleme (P) :

—Au = fdansQl

u = Osurll
& & 2 00
avec A = a—xf + Q—x% On va chercher u € C*(2) N C%(Q)

Autre formulation, énergie :

0= ) s

avec v tel que vjp = 0. On peut aussi écrire :

1) = [ 5190 1 =fo] as

La formulation “énergie” du probléme physique est de trouver u tel que J(u) :]\4e mn
vev

J(v), (olt V est & préciser). La physique nous dit que ce probleme est équivalent
a (P).

Dans un cadre “théorique” & préciser, calculons V.J. Soit v et A tels que vjp =0
et h‘[‘ =0.

J+h) = /QB(V(v+h).V(v+h))—f(v+h)} do

J(v) —l—/Q[VUVh— fh] dx—l—/Q[Vh.Vh] dx

Pour une norme & définir,on admet que [, [VoVh]dz = O(h?). La différentielle
de J en v est donc l'application linéaire (dont la continuité est & préciser) qui
a h tel que hjp = 0 associe [, [VoVh — fh|dz. Si J minimum en u alors la
différentielle de J est nulle en u et pour tout A nul sur I" :

0= /Q [VuVh — fh]ldx = /Q [-Aw — f]hdx

1
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et donc —Au = f et u est solution de (P).

Réciproquement si u est solution de (P) alors V.J(u) = 0 et comme J est
convexe on peut voir que J atteint un minimum en u.

Plusieurs formulations pour le méme probléme :

— Equation aux dérivées partielles :

—Au = fdansQl
Osurl’

u

— Optimisation (énergie) :
Min J(v)
veV

— Formulation variationnelle :
Vh, hr = 0,/Vth = /fh

Buts du cours :

— Mettre en place un ”cadre” théorique dans lequel on a “le droit” de faire
les calculs précédents

— Méthodes numériques basées sur la formulation variationnelle des équations
aux dérivées partielles



Chapitre 2

Rappels

2.1 Théoreme de projection dans un espace de

Hilbert.

Définition 1 Espace de Hilbert : H espace vectoriel réel, (.,.) produil scalaire,
H complet pour la norme \/{x,x)

Théoreme 2 Projection sur un convexe. Soit H un espace de Hilbert U un sous
ensemble convexre fermé non vide de H, alors il existe un élément unique de U
de norme minimum.

Démonstration
Identité du parallelogramme : z,y € H
lz + 2| + llz =yl = 2)|2|* + 2lJy)*

ou encore :
Ty 12

2

Soit § = inf {||z|| /z € U} . Démontrons l'unicité d’un éventuel élément de U de

1 2_] 2 1 2
Flle = yl? = Sl + Sl

.. . . z+
norme minimale. Supposons qu’il y en ait 2 : z,y € U, alors 5 Y € U par

convexité de U. Alors par 'identité du parallélogramme on a :
2 = ylI* < 2|l + 2||y||* — 46 =0

Ce qui prouve x = y et 'unicité est démontrée. Construisons & présent une suite
d’éléments de U dont la norme tende vers ¢ : :
6§+ — > —, donc J u,, € U tel que ||uy]| < 6§+ —. Mais on a aussi § < ||uy||,
n n
donc |Ju,|| — &
Pour n,m € N, on peut écrire par 'identité du parallélogramme :

IA

1 1
2Jun* + 2lym||* — 487 < 28+ —)* +2(6 + —)* — 487

1 1 2 2
s POt E e

|t _um||2

donc (u,) est de Cauchy, donc u,, converge dans H vers une limite u, puisque H
est complet. Comme U est fermé, « € U. ||.||est continue donc ||u, || — |Ju|| = 6.

¢
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Généralisation
Vage H, Fuel,|u—xl = rrg(rjl”@ — Zo]|
v

Preuve : on applique le résultat précédent a zo—U dont on prouve facilement
qu’il est convexe fermé.

Définition 3 I application qui ¢ © € H associe Px € U tel que

||Pz — z|| =min |jv — z|]
vel

s’ appelle projection sur U.

Théoreme 4 U convexe fermé, P projection sur U. Alors Px est caractérisé
par :

Yve U, (Pr—v,xz— Px)>0

Démonstration
Soit v € U. Alors YA € [0,1], (1 = A\)Pz + Mv € U. Donc

Iz — Pa?|| Iz = (1 = ) P+ w)|?
|z — Pz 4+ APz — )|
|z — Pz|® + M(Pz — v,z — Px) + \?||(Pz — v)|)?

INIA A

Pour A # 0 on a donc :
0 < (Px —v,x — Px) 4+ \|(Pz — v)|]?
en passant a la limite en O pour A, on obtient :
0< (Px—v,x— Px)

Réciproquement, soit u € U tel que Yo € U, (v — v,z — u) > 0. Alors on peut
écrire pour tout v € U :

Iz —vl* = llz—utu—vl* =z —ul® + flu—vl* + (& — u,u - v)

2
lz —ol* = o

donc u = Px.

¢

2.2 Théoreme de Riesz

Définition 5 Soit Vun espace vectoriel normé, on appelle V' ’ensemble des
formes linéaires continues sur V. (forme linéaire = application linéaire de V
dans R)

Théoreme 6 (Rappel) Soit H un espace de Hilbert, alors 3 o linéaire isomélrie
bijective de H' sur H telle :

VfeH YzeH, f(x)=(o(f)x)
et [lo()lle =111l
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2.3 Théoreme du point fixe dans un espace com-
plet

Théoreme 7 (Rappel) Soit (E,d) un espace mélrique complet. f : E — FE
conlractante, c’est a dire :

3K <1, d(f(x), fy)) < Kd(z,y)

alors Az, f(x) =z el x =lim z, ou Tpy1 = f(24)



Chapitre 3

Probleme variationnel
abstrait

Soit V' espace vectoriel normé, U C V' convexe fermé non vide,
a:V xV — R forme bililinéaire symétrique continue, la continuité s’écrit I/,
Vz,y eV :

la(z,y)| < Mllz]l.[ly]l

f:V — R forme linéaire continue, la continuité s’écrit AK, Vx € V
@) < Kl
Définition 8 On dit que a est V-elliptique si el seulement si :
Ja>0,VzecV,alr,r)> oz
Soit J(v) = %a(v,v) — f(v). On définit le probleme (P) par :

Trouver u € U tel que J(u) :mi‘r/l J(v)
vE
Théoreme 9 Lax Milgram (premiére forme). Si V est complel (Banach), si a
est V-elliptique, alors le probléme P admel une unique solulion u caractérisée
par :
veUVYvelU alu,v—u) > flv—u)

Démonstration
On a pour tout = : a(z,z) > « ||30||27 a(.,.) définit donc un produit scalaire.

Comme
Vallall < v/ ) < Vil

la norme associée est équivalente a la norme de V. V muni de cette nouvelle
norme ||.||, est donc un espace de Hilbert. Soit o I'isométrie canonique de Riesz.
Comme f est linéaire continue, on peut écrire :

Yo eV, f(v) =alof,v)
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On note o f au lieu de o(f). On a :
YoeV, Ju) = %a(v,v) —alof,v)
= %a(v —ofv—of)—alof,of)

Chercher mi[I]l J(v) est équivalent & chercher
vE

: — — o e
inellr}\/a(v of,v—of) £}n€1[1}||v ofl|z

puisque le terme a(o f, o f) est une constante. Par le théoréme de projection ce
probléme a une unique solution qui est :

w= P(of)

ou P désigne la projection sur U. Le théoréme de projection nous indique que
u est, caractérisé par :

Yv e U, a(P(of) —v,0f — P(of)) >0
alu—v,0f —u) >0

alu —v,—u) > alu—v,0f)

(

a(u, v —u) > alof,v—u) = flv—u)

¢

Remarque 1 Si U =V, u est solution de:
YoveV, a(u,v)= f(v)

(lien avec le probléme modéle)

Théoreme 10 Lax Milgram (deuziéme forme). V' Hilbert, o bilinéaire, symélrique,
continue et V-elliptique. f : V — R linéaire continue. Alors le probléme varia-
tionnel :

Trowver w € U tel que¥ v € V, a(u,v) = f(v)

a une solution unique
Démonstration
Unicité.
S’il existe 2 solutions u;et us, on peut écrire :

YoveV, a(u,v) = f(v) = aluz,v)

et alors :
YoeV, a(ug —uz,v)=0

En particulier a(u; — ug,u; — ug) = 0 et donc uy = ue.

Existence.

w € V fixé. L’application Au : v — a(u,v) est linéaire continue (Au(v) =
a(u,v)). A définit donc une application de V' dans V' :
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A . V=V

u— Au
11 est clair que A est linéaire. A est continue :
|Au(v)| = la(u, v)| < M||ull]v]|

par la continuité de a, et donc ||Au|| < M||u|| et A est bien continue.
On peut écrire :

VYoeV, a(u,v)=fv)= Au=f

Soit ¢ : V! — V I'isométrie de Riesz. On peut écrire :
Av=feo(Au)=of

Notre probleme est donc équivalent & cette derniere équation :0(Au) =of. On
va montrer qu’il existe p > 0 tel que

g : V=V
v—g(v) =v —plo(Av) — o f)

soit contractante. Si cela est démontré, alors g admet un point fixe g(v) = v,
c’est & dire v = v — p(0(Av) — o(f)) et donc o(Av) = o(f), soit Av = f et le
probléme est résolu. Démontrons donc que l'on peut trouver p > 0 tel que g soit
contractante. On a :

[§ [§

= o1 — vz — po(A(vs — v2))
= v — po(Av)|?

llg(v1) — g(ve)

avec v = vy — Vso.

lg(1) = g(w2)|I* = |W|I* = 20(v, 0(Av)) + p?[|o(Av)|*

On a par ailleurs :

lo(Anll = IlAe] < M o]
(v,0(Av)) = Av(v) =a(v,v) > oz||v||2
donc :
lo(or) — g(2) |2 < (1 + M2 = 2pa)on — sl
Donc si :

14+ p?M? —2pa < 1
alors g est contractante, ce qui est possible pour :

2c
0<,0<m
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Théoreme 11 Avec les hypothéses précédentes, en posant :

J(v) = %a(v,v) — f(v)

le probléme : trouver u lel que :

J(u) = 5%1‘1/1 J(v)

admel une unique solution qui est la solution du probléeme variationnel.

Démonstration
Soit u solution du probleme variationnel a(u,v) = f(v) pour tout v € V. Alors
pour tout v :

Ju+v) = J(u)—l—a(u,v)—f(v)—l—%a(v,v)

> J(uw)

et J atteint bien un minimum en u, et il est strict puisque I'inégalité précédente
est stricte pour v # 0.

A présent quels espaces et quelles normes choisir pour que le probleme modele
ait un sens ?



Chapitre 4

Distributions

4.1 Définitions

Rappel : Si K est un compact de B™, on peut définir une norme sur C°(K) :
pour v continu sur K, on pose :

[Jo]] =sup |v(z)|
zeK

Définition 12 Pour Q ouvert de R™, pour v : Q@ — R, on appelle support de
v

Supp(v) = Tw €0/ f(z) 20}

Le support est donc fermé.
Définition 13 Q ouvert de R", D(Q) = {v € C*>(Q) / Supp(v) compact}
Théoreme 14 (admis) D(Q) dense dans LP() pour 1 < p < +o0.

On définit dans D(€2), la notion de suites convergentes

Définition 15 La suite ¢, de fonctions de D()) converge vers ¢ dans D())
51 et seulement st :
-3 K compact ¥ n, Supp(p,,) C K
-V m,Ya e N™ 9%, — 0% uniformément
glel
v Ox Oxg>...0xy™

m
Ou Uon a noté o = (aq,qg, ..., ), || = Zai et 9>
i=1

Définition 16 T : D()) — R linéaire est une distribulion si el seulement si
pour toule suite convergente @, de D(§) de limite v on a (T, ¢,) — (T,¢). (on

a noté (T,,) = T(py))
Définition 17 On note D'(Q) l’ensemble des distribulions sur €.

Remarque 2 On a définit une “pseudo topologie” sur D(Q) par la définition
des suites convergentes. Le probléme est que ’on ne peut pas définir cette pseudo
topologie par une norme sur D(Q). La notation D'(QY) correspond bien d 'ensem-
ble des formes linéaires “continues” pour celle pseudo topologie sur D(S). De
meéme on définil une pseudo topologie sur D'(§)) en définissant la convergence
des suiles de dislributions.

10
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Définition 18 T,, € D'(Q) est convergente vers T € D'(Q) si el seulement si
pour toute fonction @ de D(Q), on a :

(Tnyp) = (T, )

Exemple 19 o € Q, (T,,¢) = ¢(a), T, définit une distribution, puisque si @,
converge uniformément vers @, alors ,(a) = T,(p) tend vers p(a) = T,(¢).
On note T, = 6,, Dirac en a.

Exemple 20 f € L} (), (Ty,¢) = Jo fo. Ty définit une distribution. Si @,

loc
converge uniformément vers @, alors fQ fon, = (Tf,p,) tend vers fQ fo =

(s, ).
Exercice 4.1.1 Démonitrez que f +— 1} est injective et continue de L}OC(Q)
dans D'(Q) (pour la pseudo topologie définie précédemment).

On peut donc identifier L}, ,(2) & un sous-espace de D'({2).

loc

Exercice 4.1.2 Démontrez que pour f € L*(Q), (Ty,¢) = Jo [ définit aussi
une distribution. Démontrez que f — Iy est injective et continue de LQ(Q) dans
D'(Q).

On peut donc identifier L2(2) & un sous-espace de D'(2).
On peut aussi dire que D'(£2) est un “sur ensemble” de L2(Q2) et de L}, ()
qui généralise la notion de fonction.

4.2 Opérations sur les distributions

4.2.1 Addition, multiplication par un réel

D'(Q) est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel, comme sous
espace vectoriel de I’'espace des applications linéaires de D(?) dans R.
On définit donc de maniere “naturelle” la somme de deux distributions et la
multiplication d’une distribution par un réel.

4.2.2 Multiplication par une fonction C*°

Définition 21 Soit g € C(Q), T € D'()), on définit gT le produil de T par
g par la formule :
Vo € D(Q), (¢T.¢) = (T, 9¢)

Exercice 4.2.1 Démontrez que la formule précédente définit bien une distri-
bution.

4.2.3 Dérivation d’une distribution
Définition 22 Soit « € N™, T € D'(Q), on définit 0°T par :
Y € D(Q), (07T, 0) = (~1)° (T, 0%¢)

Exercice 4.2.2 Démontrez que la formule précédente définit bien une distri-
bution.

Théoreme 23 Cette notion généralise la dérivation usuelle, c’est o dire que si
f € L3Q) est dérivable et f' € L*(Q) alors Ty =Ty
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Démonstration
On ne fait la démonstration ici que dans le cas {2 C R. On a pour tout ¢ € D(2) :

/Qf’wz/g(fw)’—/gfw’z—/gfw’

puisque @ est & support compact inclus dans ). D’autre part :
(TJQ7 ¢) = —(Ty,¢') par définition de la dérivation

= - /Q f¢' par définition de T
= /f,QOZ(Tf’v‘P)
Q

et donc TJQ =Ty
¢

Théoréme 24 Toutes les fonctions de L*(2) et de L}

1o (82) sont (indéfiniement)
dérivables au sens des distributions.

Démonstration
Immédiat.

Que signifie I’énoncé précédent 7 A partir du moment ou les notions de

dérivée coincident pour les distributions et les fonctions, on peut définir la
dérivée de n’importe quelle fonction de L%() ou de L} () comme la dérivée
de la distribution associée.
Cela est peut-étre “surprenant” au premier abord, mais c’est 1& que réside la
puissance de la théorie des distributions, c’est une généralisation de la notion
de fonction a laquelle se généralise la notion de dérivation, généralisant par la
méme tout le calcul différentiel.



Chapitre 5

Espaces de Sobolev

5.1 Définitions

Définition 25 Pour m € N*, et Q ouvert de R™, on définit I’espace de Sobolev
H™() par :

H™Q) ={v e L*(Q) /¥ a € Ny, |a] <m, 0% € L*(Q)}

Définition 26 H°(Q) = L2(Q)
Théoréme 27 H™(Q) est un sous espace vectoriel de L?(12).
Exercice 5.1.1 Démonirez ce théoreme.

Théoreme 28 Pour v € H™ ()
o 12
el ={ [ 3 1o70]
Q la]<m

définit une norme qui est issue du produit scalaire :

Z /an‘u o%v

(U, v)m =
la]<m

Exercice 5.1.2 Démonirez le théoréme précédent.

Remarque 3 On peut écrire :

ol = { D I0*lis

la]<m

5.2 Complétude de H"((2)

Théoreme 29 (H™(),]|-||m) est un espace de Hilbert.

13
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Démonstration pour m =1
Le produit scalaire est défini par :

(u,v) = /(uv + Z:; SZ 5;1) = /Q(uv + Vu.Vv)

et la norme par :

ol = lloll§ +Z 1o ||0

Soit (vy,) suite de Cauchy dans H*(£2). On a :
Ve >0,3n € N,Vk,l>n, ||lv, —v |1 <e
Mais comme :
aUk 6@1
[l — vl = lJow —villg+ Z 15, — —||o
vy est une suite de Cauchy dans L2?(2). Comme L?(2) est un espace de Hilbert,

vy, converge vers une limite v € L2() (pour la norme de L2(f2)).

v
De la méme maniere, Vz, a—k est une suite de Cauchy dans L2(€). Soit u; €
L4

L2() sa limite pour la njorme de L?(2). Prouvons que pour tout ¢

Ovy, Jp
v D(Q2 =
e D )7/93%'90 /kaaxi

= U; :

»
’ axi

Les suites vy, et avk étant convergentes dans L? (€2), on peut passer a la limite

L5
dans l'expression précédente :

I
v D(Q2 o o= =
Y€ (),/Qzup /Uaxi
Jp v
(ui, o) = —(v, axl) (axivtp)

v u;. Cela prouve donc que v € H(Q).

€Ly

ce qui permet donc de déduire :

On peut dans I'expression :

13, 13,
Ye>0,3n €N, Vh,1>n,|lvp— Ul||0+Z||ﬂ_ﬂ||0_ 2

passer a la limite sur ! pour obtenir :
avk o g 4
VYe>0,3dn € N,Vk>n,|lv v||g+ ——s<e
o — oIl Z I - ool

ce qui peut s’écrire :
Ve >0,3n € N, Yk >n,|lvp —v|1 <e¢

ce qui prouve que vy, tend vers v dans H(().

¢
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Théoréme 30 (admis) C>(Q) est dense dans H™(S).

Théoreme 31 (admis) D(R™) est dense dans H™(R")

Définition 32 On pose Hi* () = D(Q), adhérence pour la norme ||.||m.
Théoreme 33 (admis) Si } # R", H'(Q) # H™(Q)

Théoreme 34 H{*(Q) est complet pour la norme ||.||m.

Démonstration
C’est I'adhérence de D(£2), c’est donc un ensemble fermé dans un espace com-
plet.

¢

5.3 Inégalité de Poincaré

Définition 35 |.| définit une semi norme sur un espace vectoriel E/ si et seule-
ment st :

1 c’est une application de F. dans R

29,y € B |z +y| < |x| + |y

3Vx € ENa € R, |az| = |al.|z]|

On a donc les propriétés d’une norme, sauf ||z|| =0= 2z =0.
Définition 36 Soit |.|,, sur Uespace H™(Q) défini par :

1

2

[0 = / S ool
la]=m

Définition 37 |.|o = |

llo
Théoreme 38 |.|,, définit une semi norme sur H™ ().
Exercice 5.3.1 Démonirez le théoréme précédent.

Théoreme 39 (admis) Inégalité de Poincaré:
3 C(Q) € R, Yv € Hy(Q), [ollo < C(Q) vl

Corollaire 40 Sur H{*(Q), |.|,, est une norme équivalente a ||.||,,, -

m

Démonstration pour m =1
On a toujours |.|; < ||.||l1- Et pour v € H}(Q) :

ol = P + ol < (1+C(Q)2) [vf?

¢

Exercice 5.3.2 Démontrez le corollaire pour m > 1.
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5.4 Trace

Théoreme 41 (Rappel) Prolongement dune application linéaire continue. Si
E et I sont deux espaces vectoriels normés complets (espaces de Banach), si f
est une application linéaire continue d’un sous espace vectoriel DD dense de F
dans F, alors il existe un unique prolongement linéaire continu de f de E dans
F.

Exercice 5.4.1 Redémonirez ce théoréeme.

Théoréme 42 (admis) Pour n > 2, les fonctions de H1() ne sont en général
pas continues sur ) et n’ont pas nécéssairement de prolongement par continuilté
sur Q. Pour n =1, HY(Q) C C°(Q), c’est a dire que pour n = 1, les fonctions
de H'(Q) sont presque partout égales a des fonctions continues sur Q.

On pose I' = 9Q2. On suppose I' “suffisament” régulier, ce qui signifie plus
rigoureusement, que I' est une variété de dimension n — 1 de classe CT, ) étant
localement d’un seul coté de I'.

Théoreme 43 (admis) L application
C*>(Q) — L*(I)
v — Tr(v)

qui a v associe sa trace sur le bord de §) est linéaire continue pour la morme

I]l1 sur C°(§Y). On peut prolonger cette application en une application linéaire
continue sur H*(Q).

On continue & noter 77(v) le prolongement & H({2) de cette application.
Théoréme 44 (admis) H}(Q) = {v € H'(Q) / Tr(v) =0 sur '} = KerTr
Exercice 5.4.2 Démonirez l’inclusion C dans le théoreme précédent.

Théoréme 45 (admis)imTr # L3(T'), ce qui signifie qu’il existe des fonctions
de L*(T) qui ne sont pas la trace d’une fonction de H().

Sur T' on peut définir une normale extérieure unitaire (définie T'-presque

partout). On la note v = (v1,v2,...,Vy), avec Zl/? =1
i

Définition 46 La dérivée normale externe dune fonction v € C*(Q) est
définie sur I' par :

N~ O
—U:Z I/ia—;)i =v.Vv

9, 9]
Théoréme 47 Siv € H%(Q), on peut définir DT et L

L3(D).
ov 61/e ()

Démonstration 5 5
2 ov 1 v
Comme v € H*(Q), oz, € HY(Q) donc Tr(axl
1%} 1%}
a LA(T). Comme |v;| < 1, yia—; € L2(T) et a_z - Zi:I/iTr(
¢

Théoréme 48 (admis)HZ () = {U € H?(Q) /Tr(v)=0et ? =0 sur F}
v

) est défini sur T' et appartient

ov 9
axi) € LA(I).
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5.5 Formules de Green

11 s’agit de généralisations de 'intégration par parties.

Théoreme 49 (admis)
o ou
v HY(Q =— i
w,v € H'(Q) /Quﬁxi /Qvaxi—l—/FUUV

Exercice 5.5.1 Démontrez que :

Vu € H2(Q), Yo € HY(Q) /Vu,VU:_/Au.U_F/%U
Q Q r ov

Exercice 5.5.2 Démontrez que :

Yu e HYQ), Vv € H*(Q) /AU.AU:/AQU.U—/ aAuv—l—/Au@
Q Q r ov r ov



Chapitre 6

Exemples

Rappelons le contexte général :
— V Hilbert, a(.,.) symétrique bilinéaire continue V-elliptique

- fev’

- Jw) = %a(v,v) —f(v)

Alors les problemes :

— Trouver u € V tel que :
YoeV a(u,v) = f(v)

— Trouver u € V tel que :
J(u) = min J(v)

veV
sont équivalents et ont la méme solution unique.

On va donner des exemples d’applications de ce théoréme en précisant les
choix de V, a et f.

6.1 Exemple 1

~ U=V = H}Q) muni de la norme ||.||;
— a(u,v) = [(Vu.Vu+buw) be L®(Q),b>0
- f)=Jo fv. fEL?(Q)
Continuité de a
Soit u,v € H} ()

la(u,v)] < max(1,])b]]) </Q |Vu.VU|+/Q|uv|>

IA
=
N
]
5
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QJTSD
T
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1
M Z/ |%|2+|u|2 ’ Z/ |&|2+|U|2
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1
2

IA
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Ellipticité de o

v € H ()
a(v,v) /Z<axl>2+bv22/gzi:<a%>2:|“|l

sur H3 (), v]1 équivalent & |[v]]1, donc 3C Vo |v|y > C ||, , donc :

a(v,v) = Cll,

v)| = ‘/ fv
Q
donc f continue.

L’application du théoreme de Lax Milgram permet de conclure a l'existence et
a 'unicité d’une solution du probléme variationnel :

ou o
u € HH(Q), Yo € HY(Q /Zag Y —l—buvz/fv
[ Q

’L

Continuité de f

< fllollvllo < 1 fTlol[v[lx

qui est aussi I'unique élément de H} () ol1 est atteint le minimum de :

/Z(axl>2+b02—/9fv

Essayons maintenant d’interpréter ce probleme variationnel en termes d’équations
aux dérivées partielles.

Interprétation du probléme variationnel
A partir du probléme variationnel on peut écrire : on peut s’écrire :

ou v
HYQ), Vv € D(Q b =
w€ Hy(Y), Vv € ()’/Qzl:axiaxi_F U /va

Z(S—Z,%H@w = (f0)
—Z 6 2, (bu,v) = (f,v)
(—Au+bu—f,v) = 0

et donc la “distribution” w vérifie dans D'(§)) :
—Au+bu=f

Mais comme f € L2(f2), I'égalité précédente est vraie dans L2(2), et on peut
écrire :
—Au + bu = f presque partout dans €2

Comme u € H}(), on peut finalement dire que u est solution du probléme :

—Au+bu = f ppdans

U‘[‘ = 0
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que l'on appelle “probléme aux limites”. La condition ur = 0 est appelée con-
dition limite de Dirichlet.

Réciproque
Réciproquement si u € H?(Q) N H(Q) est solution du probleme aux limites
précédents, alors en multipliant ’équation aux dérivées partielles par “une fonc-
tion test” de D(€2), et en intégrant sur 2, on obtient :

Yu € D(Q), /

Q

(—Au+du)v = / fo
Q

puis par la formule de Green :

Yo € D(Q), / Vu.Vu + buv = / fo
Q Q

par densité de D(2) dans Ha(£2), on peut écrire :

VUEH&(Q),/VU.VU—!—I)UU:/]”U
Q Q

et u est solution du probléeme variationnel initial.

6.2 Exemple 2

- U=V = HYQ) muni de la norme |||y
n Ou Ov
- a(u,v) = [, 30, %, 9, + buv = [, Vu.Vu + buw
be L*>°(Q),38 > 0,pp x € Q, b(z) = 5.
- flv) = fo fo, fFeL*(Q)
Exercice 6.2.1 Démontrer que a est continue et V-elliptique et que f est con-
tinue.

Le probleme trouver u € H(Q) tel que

ou v
1
Yo e H (52),/ E o7, axi—l—buv—/fv
Q °

Q

a une solution unique.
Interprétation du probléme variationnel
A partir du probléme variationnel, on peut écrire :

du @
uEHl(Q),VUED(Q),Zi:(asi,a—;}i)Jr(bu,v) = (f,v)
(—Au+dbu—f,v) = 0

donc la distribution u vérifie dans D'(2) :
—Au+bu=f
Mais comme f € L2(f2), I'égalité précédente est vraie dans L2(2), et on peut

écrire :

—Au+bu = f pp dans Q2
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Supposons u € H?((2), alors par la formule de Green, on peut écrire :
"\ du v
1
Yv € H(Q), / E . B, 0, —l—buv—/fv

/( Autbu— f U+/—U_O
/—U—O

ou
A partir de la, on aimerait bien conclure que 0 = 0. Cela est vrai parce que
U

l'on ale :
Théoreéme 50 (admis) L’image de H(QY) par Uapplication trace est dense
dans L2(T).

Finalement w est solution du probléme aux limites :

—Au+bu = f ppdans
ou
— =0 T
70 sur
On appelle cette condition limite : condition de Neumann.

Réciproque
Siue H? (€2) est solution du probleme aux limites précédent, alors en multipli-
ant Péquation aux dérivées partielles par une fonction de H1 () et en intégrant
sur {2, on obtient :

Yo € HY(Q), /Q(—Au—l—bu—f)vzo
[ o o= [

et u est donc solution du probléme variationnel.

6.3 Exemple 3

- U=V = HYQ) muni de la norme |||y
- a(u v) identique & I'exemple 2
~ fw)= [ fo+ [pgvon fe L*Q) et g€ L*(T)

Demontrons que v — fF gv est linéaire continue sur H(().

I/ngl < llgllollTr()llo < llgllolIZ7]l.[v]l1

ce qui démontre le résultat. Le probléme variationnel :

ue€ HY(Q),Yv e HY(Q /Zﬁu ov —l—buvz/fv—l—/gv
axl Q r

’L

a une solution unique.
Interprétation du probléme variationnel
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Exercice 6.3.1 Démontrez que la solution du probléeme variationnel précédent
est solulion du probléme auz limites :

—Au+bu = f pp dans )
0
a—z = gsurl

Exercice 6.3.2 Etablir la réciproque.

6.4 Exemple 4 :

-V =HY(Q)
aij € LOO(Q)7 Qij = Qjj
be L>(Q),38>0,ppx€Q,b(x) >p

. ou
-~ a0) = o Dy, g+ 0w

~ Iy >0VEe R ppr e 0V ai(0)6; >y B &
fw) = [, fv, avec f € L3(Q)

a est visiblement bilinéaire et symétrique, f est linéaire continue, de sorte
que pour utiliser Lax-Milgram, il reste a démontrer la continuité et V'ellipticité
de a.

Continuité de «

On appelle A la matrice carrée de terme général a;;. A est symétrique définie
positive d’apres les propriétés des a;;. Pour u,v € HY(Q),ona :

a(u,v) = / (Vu, A V) + buw
Q

ol (.,.) désigne ici le produit scalaire canonique de R". On a alors en utilisant
Cauchy Schwartz dans R™ :

" o 3 " g 3
< —1%] |4 —? b :
o< [ (;w ) 4l (;w ) + bl
Soit K est la constante d’équivalence entre les normes ||.||2 et max sur les ma-
i

trices carrées et soit :
1 = e (. o

en utilisant Cauchy Schwartz dans L2(Q) :

1

1 1

n au 2 n 6@ 2
< M 2 2 2 2
ja(u,v)] < (/Q;:;'—axﬁ +|u|> (/Q}]—axg ol

=1
MJullx[|vll

IA

et a est continue.
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Ellipticité de o
Pour v € HY(Q) :

2
CL(U,U) = /Z Ua a +bU >’Y/Z<§_;}Z> +6|U|g

4,7=1

Y

Yo} + Blol§ > min(y, 8)|jv]l}
Le probleme trouver v € H(Q) tel que :

ou v
Yo € HY(Q / i —l—buv—/fv
Z Ja Er a

1,j=1

a une solution unique.
Interprétation du probléme variationnel
A partir du probléme variationnel on peut écrire :

n 13} 13,
VUED(Q),Z(CW@—Z7£Q;)+(WW) = (fiv)

i,j=1

i(—a% (055 ) o)+ Gu) = ()

"9 du
(— Z a—xj <aij6_xi> —I—bu—f,v)

,j=1

Il
o

On en déduit donc que la distribution u vérifie dans D'(2) :
_Zaxj <CLU )—l—bu—f
1,5=1
mais comme f € L?(12), 'égalité a lieu dans L2(f2), et on a donc :
_ Z (am ) +bu = f pp dans
] Ox;

Supposons u € H?(£2). En utilisant la formule de Green sur la formulation
variationnelle, on a Yo € H* () :

ou Ov
/Z ”6 e —l—buv—/fv

Qz_l

"9 du
/Q —Za—x‘]<amax>+bu_f U"—/F Za”axl v=20

i,j=1 i,5=1
15 =0
[ agto)e
4,7=1
On pose pour u € H'(Q) :

ayA Z “”a

1,j=1
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Finalement u est solution du probléeme aux limites :

"~ 9 0
- Z — <aij—u> +bu = f pp dans
- 1 axi

15}
% = Osurl

Exercice 6.4.1 Etablir la réciproque

24



Chapitre 7

Probleme approché

7.1 Généralités

V' Hilbert, f € V', a bilinéaire symétrique, continue elliptique. Par Lax
Milgram, le probleme : trouver u € V tel que :

YoeV a(u,v) = f(v)
a une unique solution.

Soit Vj, C V un sous espace de V' de dimension finie.

Définition 51 On appelle probléme approché dans Vi, : trouver up € Vi tel
que :
Yun € Vi, alup,vr) = f(ug)

Théoreme 52 Le probleme approché a une unique solution.

Démonstration
V3, étant de dimension finie, il est complet. On peut appliquer Lax Milgram dans
V.
¢

Théoreme 53 Il existe une constante C indépendante de V}, telle que:

e —un|| < C inf ||u—wv
v EVR

Démonstration
On a :
Yop € Vi, a(u,vp) = f(vn)
et :
Yo € Vi, a(un,vi) = f(vn)
d’ou :

Yoy, € Vi, a(w— up,vp) =0

25
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On a :

Yop € Vi, a(u—up,u—up) = alu—up,u—vg) + alu —up,vn — up)

a(u — up, u —vy)

IA

MJu = up||-flu — vl

et d’autre part :
alu — up,u—up) > allu— up|?
d’ou :

M
Von € Vi, llu— ]| < =l — v

d’ou le résultat annoncé.

¢

Remarque 4 On a démoniré que :
Yoy, € Vi, a(w — up,vp) =0

cela signifie que up, est la projection de uw sur Vi, pour le produit scalaire défini
par a.

Remarque 5 On peut “faire mieux” pour la constante C :
Théoréme 54 Yoy, € Vi, |lu—upl| < /L|ju— vy

Démonstration
Yov,€eV,ona :

a(u—vp,u—vp) = a((u—up) + (up —vn), (U —up) + (up —vp))
a(u — up, u —vg) + 2a(up, — vp,u — up) + a(up, — vp, up — UR)
= a(u—up,u—up)+ alup, — Vg, up —vp)
puisque a(up — vp, v — up) = 0 et donc :

alu —up, v —up) < alu—vp,u—vp)

et :
alu—unl* < M |ju— vl

¢

7.2 Systeme linéaire du probleme approché

Nous allons démontrer d’une autre maniére (plus élémentaire) que le probleme
approché a une solution unique.

Soit (e, €3, €3, ..., €, ) une base de V4. Soit §; les coordonnées d’une éventuelle
solution u, du probleme approché :

n
un =) &e
=1
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Théoreme 55 Le probleme approché :
Yun € Vi, alup,vr) = f(ug)

est équivalent a
Vi € [],TL], a(uhm ei) - f(ei)

Démonstration
Si up, est solution du probleme approché, alors la deuxiéme proposition est vraie
en prenant vy = e;. Réciproquement, si v vérifie la deuxieme proposition, alors
tout vy € Vj étant combinaison linéaire des ¢;, up est solution du probleme
approché par linéarité de f et bilinéarité de a.
¢
Théoreme 56 u; est solution du probléme approché si et seulement si ses co-
ordonnées §; sont solutions de :

Vi € [1,n], Z alei,ej)§; = flei)

Démonstration
up, est solution du probleme approché si et seulement si :

Vi € [1,n], a(up,e;) = fle;) <=

vi e [1,n], a(Zgjej,ei) = f(&) =
j=1

Vi € [l,n],

J

ales,€;)&; = fles)
1

n

en se servant de la symétrie et de la bilinéarité de a.

¢

Soit A la matrice de terme général A;; = a(e;,e;). Soit b € R" de coor-
données b; = f(e;).

Théoreme 57 uy est solution du probleme approché si et seulement si :
AL =0

Voyons si ce systéme linéaire a une solution. Recherchons le noyau de la
matrice A. x € KerA équivaut & :

Vi € [1,n],

J

n
alei,ej)r; =0

=1

En multipliant chacune de ces équations par x; et en les additionnant toutes,

on obtient :

X
L

alej,ej)x; = 0
1

n n

k3

n n
a(z Ti€5, ijej) =0
i=1 j=1
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Or :
n n n
oD wiei, Yy wjes) = ol Y wies”
i=1 =1 i=1
Donc :

n
E xT;e; = 0
i=1

c’est a dire x = 0, et donc le noyau de A est réduit & {0}. Le systeme A5 = b
a donc une solution et une seule qui sont les coordonnées de la solution du
probléme approché.

Remarque 6 La matrice A de terme général a(e;,e;) est la matrice de a en
tant que forme bilinéaire symélrique définie positive (entrainée par Uellipticité).
A est donc symétrique définie positive, et la démonstration précédente ne fait
que redémonlrer ce résultal.



Chapitre 8

Eléments finis en dimension
1

8.1 Notations et hypotheses

On reprend 'un des exemples précédents mais en dimension 1. On refait
les démonstrations d’existence d’une solution avant d’introduire réellement les
Eléments finis.

Probleme de Dirichlet en dimension 1 :

i (0% ) utn = sl
w(0) = wu(l)=

Q=]0,1]

V= H(9)

fe Q)

fw) = [ f
XELXQ)etTa>0,Vre), x(z) >a>0
peL®(Q)etvVeeQ pu(x)>0

a(u,v) = fol Xuw'v' + puv défini sur V x V

8.2 Formulation variationnelle

Continuité de «
Pour u,v € H}(Q), on a :

IA

1 1
|+ [
0 0
1 1
Ixlloe / ']+ [ltlloe / ]
0 0

1
max(([xlloo: 11100} / '] +

ja(u,v)]

IA

IA

29
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1
< M/ (u/2+u2)%(vl2+v2)%
0
1 3 1 3
< M(/ u/2+u2> </ 0’2—0—@2)
0 0
< Ml

Ellipticité de o
Pour v € H} (), on a :

1 1
a(u,u) = / xu'? + pu® > a/ u'? > alul?
0 0

|.|1 étant une semi norme équivalente a ||.||; sur Hg (), a est eliptique
Continuité de f
Pour v € H} (), on a :

1
| / fol < Iflollello < Tl

Le probleme : trouver u € H}(Q) tel que

1
1
Yo € Hy(Q), /xu’v’—l—;uw:/ fo
0
0

a une unique solution.
Interprétation
On peut écrire :

Yo € D(Q), (xu',v") + (pu,v) = (f,v)
(- +pu—fo) = 0

30

et donc u vérifie d’abord comme distribution, mais en fait dans L?(2) puisque

fyest:
—(xu') +pu=f

et comme u € HJ (), wp = 0.

Remarque 7 En fait, u est continue et la condition wp = 0 signifie bien u(0) =

w(1)=0. Onale :

Théoréme 58 (admis) Si Q ouvert borné de R"™ de frontiere C' par morceaus,

alors i m > g H™(Q) C CO%(Q)

8.3 Eléments finis

8.3.1 Choix de ’espace
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Soit I € N, h = R a; = th une subdivision réguliere de 2. On pose

K; = [a;,a;.1]. Soit P; lensemble des polynomes de degré < 1. On définit
I'espace V), par :

Vi ={ve Hi(Q) / vk, € P, pour 0<i < T}
D’apres le théoréeme précédent, on sait que :
Vi ={v e Q) / v(0)=v(1) =0,vx, € PL pour 0 <i < T}

Exercice 8.3.1 Démonirez que V;, est un sous espace vectoriel de H} ().
Soit ¢, la fonction de Vj (continue, linéaire par morceau) définie par
@;(a;) =6 pour 1 <i¢<T

Théoreme 59 (p;) est un systéme libre de Vj,

Démonstration
Si Y, Aig; = 0, alors en prenant la valeur en a; on obtient A; = 0, et ceci pour
tout 7.
¢

Théoreme 60 (p,) est un systéme générateur de Vy

Démonstration
Soit v € V. Soit u = Zle v(a;)p;. Alors u est une fonction de V3, qui coincide
avec v en tous les a;. Comme elles sont toutes les deux continues linéaires par
morceaux, elles coincident partout et v = u, et (¢;) est un systeme générateur.

¢

11 est facile de voir que :

i) = 1- o size [ai1,Qit1]

= 0 sinon

Pour toute fonction u de V3, on pose u; = u(a;). On a vu précédemment que

I
U= Zi=1 Uipy

8.3.2 Probléeme approché

On a déja vu que le probléme approché s’écrivait :

Yie[1,7]

I
Jj=

1
MW%MZAf%

1

On a donc besoin pour résoudre le probléme approché de calculer les coefficients
de la matrice de terme A;; = a((pi,tpj), et les coefficients du second membre
fol f‘pi'

11 est important de remarquer que par la nature des supports des ¢,, seuls les
termes A; ;_1, Ai; et A; 11 de la matrice A sont non nuls. Grace a la symétrie
de A, on calcule uniquement A;; et A;_q ;.
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On fait ici les calculs complets avec x et p constants. On doit calculer

CL(()O“ (pi)7 CL((,Oi,I, (pz)

1 1
Ay = a(%%):x/ <p£2+u/ o
0 0
1 1
Ay = CL(‘PFM%‘):X/O 90;7190;+M/0 Vi 195
Sur [ai_s,ai] i) = 1-%7% =]
i—1, Q3| - Py - h ¥ = h
T — Qi 1 1
pi1(x) = ]_7]1 410;71:—%
Tr— a4

Sur [ai, aiv1] :pi(x) =1~

Alilleurs, les fonctions en jeu sont nulles.

1 a; 2 Qi1 2
2 a; — X r — a4
w3 / <1 — ) dx —l—/ <1 - ) dx
/0 ;-1 h i h
h 1 a; —x 31 h 1 T — a; 3]
3 h 3 h

;-1 i
2h
3

Lo, e 2
/ gpi2 :/ —2dx = —
0 aiy h

7

d’ou : 5 on
X H
a(w;, ;) 5 T3
| [ (-2) 0-=)
Pi—1¥: = - -5
0 ! Qi —1 h h
h
6

d’ou : b
__Xx_
a((pthtpz) - h + 6
Finalement, la matrice A (tridiagonale) s’écrit :
2 2h, h
(F+2) (x+%) 0

h
(-r+%)
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Théoréme 61 (admis) Convergence : siv € H*(Q) N HY(Q) alors

3 C,Yh >0, ||ju—uplly < Chluly

33



Chapitre 9

La méthode des éléments
finis

9.1 Définitions

Définition 62 La méthode des éléments finis consiste en une méthode numérique
de résolution d’équations aux dérivées partielles basée sur leur formulation vari-
ationnelle et caractérisée par les 3 aspects fondamentauzr qui sont décrits ci
dessous.

1. Existence d’une “triangulation” T}, de I'ouvert {2
n=2
2 : polygonal
Q= |J K, K triangle € Ty,
finie
o o
KiNKoy=g
L’intersection de 2 triangles est soit vide, soit un sommet, soit une aréte
entiére commune.

2. Un espace de fonctions V}, associé & T}, caractérisé par les restrictions aux
triangles de la triangulation Pg = {U‘K /vE Vh} .
Les Px sont des espaces de polynoémes a n variables

(a) Calculs faciles

(b) Méthode convergente

Par exemple P; = {polynomes de degré 1 sur K}
de la forme ag + a1x1 + azx2
DimP; =3

3. Base de V}, : fonctions a support “aussi petit” que possible

On donne a présent une condition suflisante “simple” pour que des fonctions
définies par leurs restrictions aux triangles soient dans H!({2).

Théoréme 63 Si Vi, C CO(Q), si YK € Ty, Px C H'(K),alors Vi, C H'(Q)

34
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Autrement, si une fonction est continue sur 2 et “jusqu’a son bord”, si elle est
localement dans H! de chaque triangle, alors elle est globalement dans H({2).
Démonstration

Soit v € V3,

B
ve HY(Q) & ve L2(Q) et Vi, a“

€ LX)

L

Comme v € C°(Q), alors v € L2(0).

Démontrons a présent que % € L%(Q). Soit w;x = %. Alors w;i € L? (IO()
Soit ¢ € D(£2). On a :

/w o = /a(UK)(p
RGNS —_—
K Kk O

Jp /
— VK—=— + v chyikdl“K
/K | Oz, 8K |

17
;/Kwisz—;/l(vz(aiﬂLo

puisque soit le terme de bord est nul parce que I'on est sur un bord de et ¢ y
est nul, soit les termes de bord s’annulent 2 a 2, puisque chaque c6té de triangle
appartient exactement a 2 triangles, et 1a, les 2 normales sont opposées.

D’autre part

Mais :
oo ¢
X [ = - feat

K
¢
= _(U7 ax)
ov
et :

;/Kwisz/g(;wikﬁp

Soit w; =Y, wig. 1l est clair que w; € L2(2). On a donc démontré que :

/w- _(61) )
o Y= 3:&790

et donc 88—;’7; =w; € L2(Q)
¢

9.2 Exemples d’éléments finis

9.2.1 Espaces de polynomes
Définition 64

P, ={px)= Z a;ri xR xin}
i<k
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(est I'ensemble des polynomes de degré inférieur a k.

Exemple 65 n =2
Py : Combinaisons de 1, x1 et zo
Py : Combinaisons de 1, x1, X2, T1T2, :Jc% et :Jc%

Exemple 66 n =3
P1 : Combinaisons de 1, x1,x2 el x3

Définition 67

Qr ={q(z) = Z iy T2}
i<k
1<p<n

(est I'ensemble des polynomes de degré partiel inférieur a k.

Exemple 68 ()1 : Combinaisons de 1, 1, xo et £1T2
Q2 : Combinaisons de 1, x1, w2, T3, T3, 1122, ¥329, v125et 2223

Remarque 8 P, C Q;, C Py

9.2.2 Rappels de géométrie

Théoreme 69 Trois points A, B, C de R? de coordonnées A(Z;) , B(Z;g) , C(Z;z)
a11 12 Q13

forment un triangle propre si et seulement si | ag; a9y o3 | #0
1 1 1

Exercice 9.2.1 Démontrez le résultal précédent
Généralisation & (n + 1) points dans R". On a le

Théoreme 70 (et définition) (n + 1) points forment un simpleze propre si el

11 Q12 - Q1 n41
seulement si | - : : #£0

an1 an2 Tt Ay nt1

1 1 e 1

Définition 71 Le n simplexe de sommels (a;) (c’est & dire n+ 1 points dont
le déterminant précédent est non nul) est Uensemble des points de R™ dont les
coordonnées barycentriques sont dans [0, 1] (les coordonnées barycentriques dun
point M sont les coefficients de somme 1, tel que M soit le barycentre des n—+ 1
points affectés de ces coefficients).

Pour x € R", A\;(z) coordonnées barycentriques de x sont définies par :

n-+1
> Nil@)Tar =0
i=1
n-+1

Z)\i(x) =1
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9.2.3 Eléments finis P,

Coordonnées barycentriques en dimension 2. Soit 3 points non alignés a1, as, as
et x(xl,xg)
i (z) Tay + Ae(v) Zaz —l— 3(z)Taz =0
A () + A2(x) + A3(x) =

Soit
(a11 — 1) M (x) + (@12 — z)Ae(z) + (@13 — z1)A3(z) = O
(CL21 — xg))\l (.’,U) + (CL22 — LUQ))\Q(LU) + (CL23 — xg))\g(a?) = 0
Au(2) + Az() + As(x) =
systéme sont le déterminant est :
11 —T1 Q12 —T1 13— 1 11 Q12 Q13
Qg1 — T2 G2 — Tz (3 — T2 |=| a1 Qg2 a3 | #0

1 1 1 1 1 1

donc les \;(x) existent uniques.

De plus A;(z) € Py

On a )\i(CLj) = 5ij

Tout ceci se généralise sans peine en dimension finie quelconque.
Théoréme 72 Soit (a )”i' simplexe propre, (ozj)?:ll € R™. Alors il existe
un unique p € Py tel que p(aj) =q;

Démonstration
Soit

® : P — R
p — (p(a1),p(az), ...,p(an41))

Alors ® est linéaire. Soit :
n-+1

P = Z Oéi)\j
=1

alors p € P; et p(aj) = a;. Donc @ est surjective. Comme la dimension de P;
est égale & celle de R, cette application est bijective, d’olt 'unicité.

¢

Définition 73 FElément fini (K, Py, ,(K)) avec :
K n simpleze (triangle, tétraédre)

n+1
PoVpe P p=>. A\ plai)
i=1
S (K)=A{pla;) / 1 <i<n+1} ensemble des degrés de liberté

L’espace dans lequel on va chercher la solution d’un probléeme variationnel
est donc constitué de fonctions linéaires sur chaque triangle. Sur chaque triangle,
chaque fonction est donc entierement définie par ses valeurs aux sommets du
triangle (degrés de liberté). “I’assemblage” de telles fonctions sur I'ensemble de
triangles d’une triangulation est-il une fonction continue? La réponse est oui
parce qu’il est clair

Démonstration
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Si deux fonction linéaires coincident en deux points alors

Second exemple :

Théoreme : Dim P,(R") = C’ff+k

Si K 0 alors Dim Py(K) = C%,

n simplexe de type 2

Py(K)  Yo,(K) = {p(ai)iZ / playy) 1<i<j<n+1}

2 _ 4x3 __
02+2_ 1x2 =6
2 _ bx4 __
C3+2 — 1x2 T 10

Lemme : Un polynéme de degré < 2 a n variables est défini de facon unique
par ses valeurs p(a;) et p(a;;)

PQ(K) 2) RCardZQ

p = (p(ai), p(as;))

Dim Py = Dim RC422 = Card Y,

P surjective ?

(7] 7= ]771 +1

a;; 1 <i<j<n+1donnés

n-+1
Soit p= Z Q; ()\i (2)\1' — ])) + Z 2271 (4)\1')\3')
i=1

1<i<j<n+1
A; coordonnées barycentriques
p€E Pycar \; € P
n+1
plar) =32 aidi(ar) (2Aiar) = 1) + >0 auy (Ahiar)\j(ar))
i=1 1<i<j<n+1 —_—

= ozk)\k(ak) (2)\k(CLk) — ]) = Qp =

plaw) 272311 a; Ni(aw) CNi(ar) — 1) + 1<i<§;n+1 agj (ANi(ar)Nj(ar))

=0
= day,; )\k(akl))\l(akl): Qg
~—
1

—1 —1
2 2

Théoréme : Pour les deux exemples, les fonctions dont les restrictions sont
des polynomes (P ou Ps) qui sont définies par leurs valeurs aux degrés de liberté

sont continues
Démonstration

Exemple d’élément fini rectangulaire.
n =2

0= U K
KET,

K rectangles a cotés paralleles aux axes
o o

KinN Ko=10

intersection = noeud ou aréte compléte

Autre espace de polynomes :
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Rectangle de type 1
Px = (K)
degré de liberté Xp = {p(a;) 1<1i<4}

Rectangle de type 2
Px = (2(K)
degré de liberté X = {p(a;) 1<i<9}
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