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Chapitre 1

Introduction

L’objet de ce cours est une introduction aux méthodes numériques pour la
résolution des systémes linéaires Az = b. La plupart du temps, A sera réelle,
mais pas toujours carrée.

On distingue deux grandes familles de méthodes :

— Les méthodes directes : on obtient la solution en un nombre fini d’opérations.
Au bout d’un nombre fini d’opérations, on a la solution. Si elle est numériquement
“mauvaise”, a cause des erreurs d’arrondis par exemple, on ne peut en
général plus rien faire pour 'améliorer. Par contre, on a l'assurance de
“terminer”.

— Les méthodes itératives : on construit une suite qui tend vers la solution.
Sion n’est pas satisfait du résultat fourni, on peut “continuer”. Cette fois,
la qualité de la convergence est primordiale.
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Méthode de Gauss

2.1 Exemple

On veut résoudre le systeme linéaire suivant :

204+ 3y+2=1
r+y+z2=2
r—y+22=1

On multiplie la premiere ligne par (—%)7 et on l'additionne aux lignes 2 et 3 :

204+ 3y+2=1
_ 3
AP
YT 3=

On multiplie la deuxieme ligne par (—5) et on I'additionne & la troisieme :

204+ 3y+2=1
—y+2=3
2=7

A ce stade, on a un systéme triangulaire, que 'on sait résoudre facilement :

z=-9
y=4
z=7

2.2 Description

Soit A la matrice de coefficients a; ; de dimension m x n. Décrivons la
méthode de Gauss dans le cas général :

1%7° étape
On garde la premiere ligne : bej)
nouvelle matrice. A la ligne i :

= a;; pour j€ {1,..,n}. On note A? la

_a/ : -
“z('QJ‘) = aij——Fajpowr2<i<met2<j<n
’ a
@
b52) = b — 1,1 by
1,1
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Ici, on suppose qu’a chaque étape, a](fli # 0 (c’est le pivot de la méthode de
Gauss.)
k'*™e étape

(k)

k+1) (& HE (k)
a; ; = G T T %,
Uk ke
k+1 < 1<m
k+1 < j<n

Tant que le pivot ne s’annule pas, on continue. A la fin, on obtient un systeéme
triangulaire supérieur.

2.3 Meéthode du pivot partiel

Dans la pratique, il se peut que 1'un des pivots de la méthode de Gauss soit
nul. Dans ce cas, on cherche dans la méme colonne s’il y a une ligne ou il n’est
pas nul, et on fait une permutation entre les deux lignes. On ne choisit pas n’im-
porte quelle ligne. En effet, dans un ordinateur, plus on divise par des nombres
petits, plus on risque de faire des erreurs d’arrondis importantes. On choisit
donc le nouveau pivot de maniére a minimiser ces erreurs : on prend celui dont
la valeur absolue est la plus grande. Echanger les lignes revient a renuméroter les
équations. Comme on le verra plus loin, on utilise systématiquement la méthode
du pivot partiel.

2.4 Méthode du pivot total

On peut aussi envisager de chercher le nouveau pivot dans tout le carré
situé sous le pivot. On intervertit donc les lignes et les colonnes si nécéssaire. En
intervertissant les colonnes, on renumérote les inconnues. Cette méthode n’est
pas tres utilisée.

2.5 Décomposition LU

Etape 1 :on a: (L carrée m x m)

A = I,A
avec
1 0O --- 0
. e
1 = ’
: 0
_Gm,1 |

ai,1

A® 4 la méme premitre ligne que A = AM).
Etape k :

AR — A
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avec
1 0 0
0
1
(k)
Lk = . Apt1,k .. 0
. BN O) :
Ak
(k)
a
0 _fmk g L
RO
K,k

AF+1) g les méme k premieres lignes que AK).
Dot & la fin :
A =L L. oI, A

avec A(™) triangulaire supérieure. On pose :

U= A
et on a par un cacul élémentaire :
1 0 0
1
_afY
1
Y
: : 1
—_ k
Lp_1...L1 = . _a(kﬁl’k . 0
. a(k) .
k,k
1 k
G . _“Sn,)k 0 --- 1
1 k
af!) ai",

Cette matrice est carrée inversible. On peut donc poser :
A=LU

avec I, = LII...L;;I qu’un calcul élémentaire prouve étre :

1 0 0
1
all)
(1)
1,1
: 1
— (k)
L= Ptk 0
W (k)
K,k
1 ()
L G 0 --- 1
1 k
a{!} a")

Theorem 1 Si les pivots de la méthode de Gauss ne s’annulent pas, il existe

L triangulaire inférieure avec une diagonale de 1 et U triangulaire supérieure
telles que A = LU.
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A présent, regardons quand les pivots s’annulent. On note gk une sous-
matrice principale d’ordre k de A :

a1 --- Qg

Si on utilise la méthode de Gauss sur Zk, on fait les mémes opérations que pour
A. Posons

1,1 83
(2
~ a3 2
U, = )
0 a]gf,){
On regarde si gk est inversible :
det gk = det zk det (779
k .
= [
i=1

donc le pivot a I’étape k+1 est non nul ssi tous les pivots des étapes prédédentes
sont non nuls, c’est & dire ssi det A, # 0, c’est & dire ssi Ay, inversible. On a
alors le théoreme suivant :

Theorem 2 Les pivots de la méthode de Gauss ne s’annulent pas ssi toutes les
matrices A;, sont inversibles.

Si lon dispose de A sous la forme LU, alors pour résoudre le systeme Ax = b,
il suffit de résoudre :
Ly=1>
U=y

La résolution de Ax = b se ramene donc & la résolution de deux systémes
triangulaires. Sil’on doit résoudre plusieurs systeémes linéaires de méme matrice,
il suffit de faire une fois pour toutes la décomposition LU de A.

Theorem 3 La décomposition LU d’une maitrice A inversible est unique.

Remark 1 1I est implicitement dit que L est triangulaire inférieure avec une
diagonale de 1 et U triangulaire supérieure.

Démonstration
Soit
A=1LU = LaUs
avec L1 et Lo triangulaires inférieures de diagonale unité, et Uy et Us triangu-
laires supérieures supérieures. Les L et U sont inversibles. On peut donc écrire :

Ly U, = U,
Lyt = DUt =T

car Ly 171 est triangulaire inférieure et UU; 1 est triangulaire supérieure, ce
sont donc des matrices diagonales or les I. ont pour diagonale 7.
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2.6 Stabilité numérique

On veut savoir si de petites erreurs d’arrondis peuvent entrainer deserreurs
importantes sur la solution.

Example 1 s0it 0 < e < 1

Décomposition LU de A

§) e § Tt =1 <:>{x1 :1;2
©={ T Tams rp =12
Si la précision de la machine est 1071 et e = 10729, ordinateur trouve comme
solution : xo = 1. On reporte dans la premiére équation : x1 = 0. Ce qui voudrait
dire que 1 +0 =2/ (deuziéme équation de (5)).

Recommencons donc avec la méthode du pivot partiel

On renumérote les équations :

, Ty +x0 =2
)1 ¢

£x1 + T2
1 1
v=(i)
e 1
/ r1+22 =2 Ty =2—x2
(S)©{(]—€).’IJ2 =1-—2¢ Cl>{3€2 :11%2;

Avec les mémes hypotheses, on trouve : zo = 1 et 7 = 1, ce qui est une
solution tout & fait acceptable!
Conclusion : dans la pratique, on utilise la méthode du pivot partiel.

Exercise 1 Démontrez que le nombre d’opérations de la méthode de Gauss est

en n® et que le nombe d’opérations de la résolution dun systéme triangulaire

est en n2.
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Matrices symétriques
définies positives

3.1 Rappels

Theorem 4 Ker(A!) = (Im A)'

Démonstration

r € Ker(A)
< Azx=0

Mais on a le théoreme. : Un vecteur est nul <= il est orthogonal a tous les
vecteurs, d’on :

r € Ker(A) e vyeR", ("Az,y)=0
< VyeR™ (z,Ay)=0

car (Az,y) = (z,! Ay)
s zc(lmA)

Definition 1 Une matrice carrée est symétrique définie positive ssi A' = A et
vz #0,(4z,z) >0

Theorem 5 Toule matrice symétrique n’a que des valeurs propres réelles et est
diagonalisable en base orthonormée, c’est a dire qu’il exisle une malrice P el
une matrice D diagonale telles que D = P~1AP (P orthogonale = P = P!
d’ow D="PAP.)

Theorem 6 Soit A une matrice symétrique, alors elle est définie positive ssi
ses valeurs propres sont > 0.

Definition 2

A
||A||2 = sup H :L’||2
w0 |22

7
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ot & droite la norme est la norme 2 sur R™. C’est la norme induite par la norme
2 de R™.

Definition 3 On définit de méme les normes induite oo ou 1 sur les matrices
carrées comme les normes induites par les normes équivalenles sur R™.

Definition 4 On dit qu’une norme sur les matrices est matricielle ssi :

[ABI < [l All|B]]

Theorem 7 Les normes induites sont des normes matricielles.

Definition 5 Pour A inversible on définit son conditionnement par :
condz(A) = [|A|2[|A7"|2
Theorem 8
|Allz = v/ p(A*A)

ot p(M) désigne le rayon spectral de M (le plus grand module des valeurs propres
de M)

Démontration
At A est symétrique. Donc ses valeurs propres sont réelles et AA est diagonal-
isable en base orthonormée :

A1 0
D = . et P orthogonale
0 An
telles que :
PDP'= A'A
On a alors :
(Ax,Ax)  (*‘AAx,x) (PDP'z,x) (DP'z, P'x)

(z,2) o (z,2) o (z,2) o (z,7)

ol les z} sont les coordonnées de = dans la base de diagonalisation (2’ = P'z).
Tous les \; sont positifs puisque si ‘AAu = Au, alors ("AAu,u) = (Au,u) =
A|u|* = (Au, Au) > 0. D’otr :
|| A=]|3
BE

< max \; = p(A'A)
et
JA[5 < p(A*A)
Comme pour z = (6; 1) ou k est I'indice tel que [\x| = p(A’A) on a

[[A]|3
|13

= p(A’A)
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on obtient bien :

1Al = /pAA)
|
Theorem 9 Si A symétrique ||All2 = p(4)
Démontration

|A]l5 = p(A%) = p(A)?

Theorem 10 Pour A symétrique définie positive on a :

Amax (4)

conda(A) = Non(A)

3.2 Décomposition de Cholesky

Theorem 11 Pour A symétrique les propositions suivantes sont équivalentes :

vz #0,(4z,z) >0

(1)
(2) les matrices principales Ay ont toules un déterminant > 0
(3) tous les pivols de LU sont >0
(4) 3B triangulaire inf. inversible tg A = B'B (Cholesky)
Démonstration
(1) =(2)
Soit

(%)

Ay Ck>

et

A= tC, By

TN

(Az,x) = (Agay, 1) > 0

d’on A, symétrique définie positive, d’olt ses valeurs propres sont > 0, d’ou
det A >0

(2) = (3)
Sion a: R

det Ax >0
a chaque étape de Gauss, on a

Ay = LUy
avec R

det Lk =1
d’ou

det Ak = det ﬁk

or les pivots sont les termes de la diagonale de Uj,. Par récurrence, tous les pivots
sont, > 0.
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(3)=(4)
Les pivots de LU sont > 0. Donc Gauss ne s’arréte pas. On applique donc la
méthode de Gauss sans pivot :

A=LU

On n’a que des 1 dans diag(L). La diagonale de U est > 0 (elle contient les
pivots). Posons :

a1.1 0

A= /diag(U) =

0 Cnn

A= (LA)(A D)

Posons :

B=ILAet C=A"1U

et montrons que

C =8B
On a:
A=BC
A symétrique donc
C'B' = BC
et donc
B lCt=0B"!

B~ 1C? est triangulaire inférieure et C B~! est triangulaire supérieure donc B~ 1C*
et CB~! sont diagonales et

1
a1 0 al,l 0
diag(B~") = et diag(C) =
1
0 N 0 Gn.n
donc
CBt'=Tet C=B'douB=C

(4)=(1)
Si

A=BB!
pour x 0O on a :
(Az,x) = (BB'z,z) = (B'z, B'x) = ||B'z||2 > 0 (si x # 0)

Corollary 12 Pour une maltrice symétrique définie positive, la méthode de
Gauss ne s’arréte pas .
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Definition 6 La décomposition d’une matrice symétrique définie positive sous
la forme BB avec B triangulaire inférieure et diag(B) > 0 s appelle décomposition
de Cholesky de A.

Theorem 13 La décomposition de Cholesky est unique.

Démonstration

Remarque préliminaire

Siona
A=B'B

On pose
A = diagB

A= (BA™Y) (A'B)
———r N~
L U

Comme L n’a que des 1 sur la diagonale, I’expression précédente est “la” décomposition

LU de A.

Supposons :
A=BB! = ByB!
avec
Ay =diag(B1) > 0 et Ay = diag(B2) >0
On écrit

A= (BIATY)(ALBY) = (B2A3 1) (A2B))
d’apres la remarque préliminaire :

{B1A11 = ByA,!

A B} = Ay B}
et donc
(A1BY)ii = (B1)?, = (Ba2)?,
or
(B1); > 0et (Bz);; >0
d’on
(B1)ii = (B2)i:
et donc
Al — AQ
d’ot1 enfin
B; = By
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3.3 Calcul de la décomposition de Cholesky

On peut calculer autrement la décomposition de Cholesky d’une matrice A
symétrique définie positive que par la méthode de Gauss.
Soit A = BB, avec B triangulaire inférieure et diagB > 0. B = (b; ;). On a :

n
Qi = E bikbj %
k=1

On va calculer les b;; par colonne.
Colonne 1
_ 32

a1 = by,

ai1 = bi1bia
d’ou

bin = AVALI ]
Qi1
b11

)

bin =

Supposons qu’on ait calculé les j-1 premiéres colonnes de B.
Colonne j
J
Qi j = Z bikbj ke
k=1

D’ou pour ¢ =3 :

J
_ 2
Q5.5 = E b3 &
k=1

et
-1
L 2
Q3,5 E :bj,k
k=1

et les autres termes s’obtiennent par :

j—1
Qij — E bikbjk
k=1

bj;

bij =

Exercise 2 Démontrez que le nombre d’opérations de la décomposition de Cholesky
est en n? (il faut donc uliliser ces formules pour calculer la décomposilion de
Cholesky et non la méthode de Gauss qui est en n?)

3.4 Inégalité de Kantorovitch

Theorem 14 Pour A symélrique définie positive, on a pour tout x # 0 :

(Az,z)(A 1z, 2) < (1 4 conds(A))?
(x,x)? - 4condy A

1<

et les bornes sont oplimales (elles sont atleintes)
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Démonstration
Soit
0< A\ <X <...< )\, les valeurs propres de A

Soit,
p(N) = A — (A + AN+ M,

Comme p(A1) = p(A,) =0, alors
Vi, p(Ai) <0

Soit
C=A"— (M + M)A+ M\ Td

(remarque : vp(A+T) = vp(A) 4+ 1) Les valeurs propres de C sont les p()\;) qui
sont donc négatifs. Les valeurs propres de

B=A1'C=A—- (M +\)Td+ ) A1

sont donc aussi < 0 (C et A~! sont diagonalisables dans la méme base et
commutent, le calcul des valeurs propres de B en fonction de celle de A est
immédiat). Donc on a :

(Bx,7) = (Az,2) — (A1 + M) (2, 2) + M\ (A tr,2) <0
Pour z fixé non nul, soit la fonction f définie par :
FO) = 22 (Az, 2) — (A1 + ) (@, )N+ Mo (A2, 2)

On a
F(0) = M\ (A2, 2) >0

et
f(1)=(Bz,z) <0

donc le trinome f a au moins une racine et donc A >0

A=A+ 2)4 (2, 2)? — 4( Az, 2) M M (A ) >0

(Az,z)(A 1z, ) - (M +2)2 (14 condy(A))?

(x,x)? = A\, 4dconda(A)

Montrons qu’il peut y avoir égalité dans cette inégalité. Soit

xr = V1 + V’n
avec V] et V,, 2 vecteurs propres de norme 1 associés & A\; et \,. On sait que
(Vi,Vo) =0
donc
1 1
At =— 4+ —
( z,x) N + N
(r2)=(Vi+ Vo, Vi4Vy) =2
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d’ou L L
(Az,2)(A tz,z) (A + ) (5 +50)
(x,x)? N 4
_ ()‘1+)‘n)2
40 Ay

Deuxiéme partie de I’inégalité
On se place dans la base orthonormale de diagonalisation de A.

(Az,z)(A 12, z) (ZZ:)‘Z%)(ZZ: %)

(,)? B (2 F)?

14

par Cauchy Schwarz, d’ou 'inégalité. On sait enfin qu’il peut y avoir égalité
dans cette inégalité en prenant les vecteurs quand les vecteurs (fi) et (23 i)

sont colinéaires.
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Irréductibilité

Definition 7 A matrice carrée est réductible ssi
35 C [1,n],S # 2,5 # [1,n]
tel que
Yi € S,Vj € [],TL]\S, Q5 = 0
Definition 8 A est irréductible ssi elle n’est pas réductible.
Theorem 15 A est réductible ssi AP matrice de permutation tel que

A A
t_ 1,1 1,2
pare— (A1 )

Démonstration
=
A réductible. Alors il existe S et T tels que :

T = {ir,ig,ip}, S ={irg1,. .- in}, SUT =[1,n]
Vi S S,Vj S T‘7 Cbij =0

Soit (e;) la base canonique de R™. Soit P la matrice de permutation dont les
vecteurs colonnes sont (€;,,€;,,...,e; ). Calculons M = PAP".

(APY)i; = auPy

k=1
or
Py, =0 sauf si k =1
d’ou

(AP")ij = i,

(PA'P);; = ZPz‘k(AtP)k,j = ZPz‘kCle‘j

k=1 k=1

&
Il

Mi; = ai;

15



CHAPITRE 4. IRREDUCTIBILITE 16

Orsite[r+1,n] et je[l,r]alorsi; € T etij €5 et donc My; =0, ce qui
correspond bien & la forme annoncée de PAP?

=

Sion a

A = P'MP
Aip A
0 A272
avec Py = b4(;); = 645-1(j) ol s est la permutation de [1, 7] associée a P. On a
alors :

S

(MP)i; = Y Muybgsr(j) = Mis15)
k=1
aij = (P'MP)ij = 6pe1(iyMia1(jy = Mo1(iys1(5)

k=1

Comme pour i =r+1,...,net j=1,.r, M;; =0, si on pose S =s{r+1,..n}
et T =3s{l,.r},ona SUT =[1,n], SNT =2 et Vi € S,Vj €T, s (i) €
{r+1,.n}et s1(j) € {1,..r} et donc a;; = 0. Et donc A est réductible.

|

Remark 2 Tout cela n’est pas “utilisable” dans la pratique pour des malrices
de taille importante.

4.1 Graphe orienté

A matrice carrée d’ordre n. P,..., P, n points distincts du plan. On joint
P; & P; avec une fleche si a;; #0

Definition 9 On appelle graphe orienté (ou direct) de A Uensemble de fléches
—
ainsi oblenues (sans tracer pas Py P;

Definition 10 On dit qu’un graphe est fortement connexe si pour deux points
quelconques du graphe, il existe un chemin orienté qui va de l'un a Uaulre.

Theorem 16 (Varga) A irréductible < le graphe de A est fortement connege.

Démonstration
=
A irréductible, 79 donné, on considere I’ensemble :

T = {j # o, P, connecté & P;}

On veut montrer que T est I’ensemble de tous les indices.

Si T était vide, P; o ne serait connecté a rien et donc Vj # io, a;, ; = 0, ce qui
contredit I'irréductibilité de A en prenant S = {ig} et 7. Donc T non vide.
Soit S = N, \T

Supposons S # &. On sait déja que T est aussi non vide. Soit j € T, k € S.
Supposons a;, 7 0. Comme j € T', P;, est connecté & FP;. Comme aj;, # 0, on a
aussi P; connecté & Pj et donc P est connecté a Py, ce qui signifie que & € T,
ce qui est impossible. Donc S = &, et donc T = [1,n] ce qui signifie bien que le
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graphe est connexe.

=

Si le graphe est connexe.
Si A est réductible,

£ 2, T#2,SNT =2,Yj € S,Vk € T,a;,=0

Soit j € S, k € T fixés. Comme le graphe est supposé connexe, il y a un chemin
de P; a Py :

_ —

Pjﬂ'l s Pir717k

7 € S donc iy € S. De méme, iy € S et de proche en proche k € S ce qui est
absurde, donc A est irréductible.

|
2 -1 0
A= —1 . "
e
0 -1 2

Example 2
P P P,

R 5 0 5 -2 0
Graphe connexe = A irréductible.

Remark 3 Si A est symétrique, on ne met plus deux fleches mais un trait non
orienlé.
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Les valeurs propres

Theorem 17 Cershorin
Ci = {rellz—ai <D laigl}
J#i

¢ = {zel]z—aii <> lai;l}
y

)l
Démonstration

A valeur propre, x vecteur propre # 0

alors Sp(A)

N

Arx = Mz
n
Vi, Zai7jxj = ANy
j=1
Vi, (N — @) = Z“i,jxj
J#L
Vi, Ni—aialle] <Y Jaaglag)
i
E|i0 tq
|zi| = max |z:| # 0
Pour 7 = 19

|)‘i0 - ai07i0| < Z |ai07j0|

i#i
=\eC, G

AE U C] puisque les valeurs propres de A’ sont les mémes que celles de A.

[
]

18
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5.1 Application a la localisation des zéros d’un

polynome
Soit P le polynome :
PX)=X"4+u X" ' 4+... +an

On lui associe la matrice compagnon

0 —an
1 0
A=
-0 :
0 1 —a1

dont on peut vérifier que le polynéome caractéristique est :

X Qn
-1 . 0 :
Det(XT—A) =
. X a2
0 -1 X+a

Les racines de P sont donc les valeurs propres de A. On applique le théoreme

de Gershorin & A : Solent 2 une racine de P

— Sur les lignes :

2] < |an|
ou
|2l <1+ max |ay
1€{2,...,.n—1}
ou
|z +a1| <1
ed
— Sur les colonnes :
4 <1
ou
2+ ay| < Jail
i1
Example 3

234922 -3:-1=0

ol <1
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ou
2] <1+3=4

ou
|24+2| <1

ol <1

ou
|24+2| <4
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Methodes itératives

6.1 Généralités

On ne considére que des matrices carrées.

Theorem 18 Les normes induiles sont des normes matricielles. Il n’y apas de
reciproque, la norme de Frobenius est malricielle mais pas induite :

1/2 la; ;|? = ||Al|p (norme de Frobenius)

Theorem 19 A carrée, ||.|| matricielle.

(@) plA) <A
(i1) Ve >0,3|.|| induite tel que |A|| < p(A) +¢

Démonstration
() Soit A valeur propre de A tel que

p(A) = |l
Ju #0, AQu = \u

alors
Fv e R"/uv® #0
par exemple v = u convient. On peut écrire :
[ Auo"|| < [ A]|fluo’|
puisque la norme est matricielle. Mais on a aussi :
[ Auo"|| = I\uv(] = [A]-fluo’|

et donc

A=p(4) < ||A]

21
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(#4) Soit ¢ > 0 fixé. Toute matrice complexe étant trigonalisable en base or-
thonormée U orthogonale telle que

)\1 tiJ
U AU = =T

Soit § > 0 pas encore fixé et soit :

Ds = Diag(1,6,...,8" 1)

M Stio 8%t

-1 . .
Ds'TDs = S T
5tn71,n
0 An

plus précisément :
(Ds'TDs)i; = 870 = (D3 'U AU Ds); 5

On peut choisir 6 suffisament petit pour que

n

Vi Z |(5j7iti7j| §e

j=i+1
On fixe & présent 6 vérifiant I'inégalité ci dessus. Soit la norme N telle que
N(X) = ||(UDs)" ' X(UDs)|,,

On peut montrer aisément que N est une norme et que IV est induite par la
norme sur R"™ :

n(v) = ||(UD5)’IU||

(o0}

Or on sait que :

n
1Zlloe = max 3" |
=1

et donc :
N(A)=max | Y |67 |+ N < e+ p(4)
j=i+1
|
Theorem 20 B malrice carrée. Les propriélés suivantes sont équivalentes :
(7) B >0
(i) Vv e R",Bfy —0
(iit) p(B) <1
() 3| induite tel que ||B|| < 1
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Démonstration

(1) = (¢)
si

BF —o0
alors pour tout v :

1B 0]l2 < [|B*|J2.]lv]]2

et donc B*v tend vers 0.
Si

By —0
Supposons p(B) > 1 et doit |A\| = p(B). Soit u vecteur propre associé & A :
Bu = Au. Alors :

By = X
k k
[V = N
et B*u ne peut pas tendre vers 0.
si

p(B) < 1

alors pour tout € > 0 3 ||.|| induite tel que
|BIl < p(B) + ¢
On considere cette norme pour
1 _
. 1=p(B)
2

On a alors

Bl <1
() = (i)
si 3||.|| induite telle que

Bl <1

Comme la norme est matricielle
IB¥I < |IBII* <1
Dot la convergence de B* vers 0.

6.2 Meéthodes itératives par splitting

6.2.1 Meéthodes itératives

On considere le systéme linéaire Az = b. Ce systéme peut se mettre sous la
forme :
r=Bzx+c
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avec B=A+ 1T et ¢c= —b. On va étudier les suites de la forme
Zpe1 = Bxp +c

Si la suite converge, ce sera vers la solution du systeéme linéaire Ax = b (x =
Bz + ¢) par continuité des applications en jeu.

Theorem 21 La suile xp11 = Bxyp + ¢ converge (indépendamment de xo) si el
seulement si p(B) < 1

Démonstration
=
On suppose que la suite zp1; = Bxy + ¢ converge vers x qui vérifie donc :
x = Bx + c.Soit e = x — 1. ex converge vers 0. Alors en soustrayant les deux
égalités précédentes, on a :
ex+1 = Bey

or e;, = BF¥ey, donc d’apres le théoreme précédent p(B) < 1.

«—
Supposons que p(B) < 1. Alors = Bx + ¢ a une solution. Supposons que cela
ne soit pas le cas. © = Bx + ¢ est équivalent & (B — I')x = —c. Alors la matrice

B —1T n’est pas inversible, donc elle a 0 comme valeur propre, donc B a 1 comme
valeur propre, ce qui est absurde puisque p(B) < 1.

Soit donc z tel que x = Bz +¢. On a donc xy11 = Bxy +cet x = Bx +¢. Par
soustraction on obtient comme précédemment :

€x+1 = Beyg
comme p(B) < 1, limey = 0 et donc

limx, =x

6.2.2 Splitting
Definition 11 Splitting régulier de A : A = M — N avec M inversible

Dans la suite on ne considérera que des splittings réguliers. On a donc :
Ar=be Mx — Nz =b
On considere les suites de la forme
Mzpi1 — Nz =10
Si cette suite converge, c’est vers z tel que
Mx—Nx=1D>

c’est & dire vers la solution du systeéme linéaire de départ. Ce que I'on espere c’est
que la suite converge, mais avant tout que les xj soient “calculables” puisque
pour chacun d’eux il est nécessaire de résoudre un systeme linéaire de matrice
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M. T1 ne faudrait pas que cette résolution soit plus complexe que le probleme
de départ !
Comme M est inversible, on peut écrire la suite sous la forme :

Tpay = M Nz + M1
qui est de la forme :
Zpe1 = Bxp +c

Remark 4 [l faut faire trés attention que bien qu’on écrive M—' on ne calcule
évidemment pas celle malrice, on résoul les systémes linéaires associés.

Theorem 22 La suile associée au splitting converge ssi p(M1N) < 1

6.2.3 Meéthode de Jacobi

On utilise le splitting ou la matrice M est le plus simple possible, & savoir
diagonale. On pose donc :

A=D+(A-D)

avec D = diag(A). Pour que le splitting soit régulier, il faut que diagA soit
inversible.

Remark 5 Altention! A inversible + diagA inversible

La méthode de Jacobi s’écrit donc :
Dzxyiq = (D — A).’,Uk +0b

soit encore
Tpt1 = Dil(D — A).’,Uk —+ D1

Theorem 23 La méthode de Jacobi converge ssi p(D™1(D — A)) < 1

Calcul des coordonnées des itérés de la méthode de Jacobi

kt1
a171x1+ + CLLQQ(:S +...+ almxﬁ =b;
a k k41 k -
21%7 +a22%5 "+ ...+ a2, =02 (6 ])
Un 1T + Gy o2k + .. a2t =0,

On remarque qu’il n’y a pas de systéme a résoudre : on calcule toutes les nou-
velles coordonnées en fonction des anciennes, donc pas de probléemes de mise en
oeuvre.

6.2.4 Méthode de Gauss-Seidel

Quand on a x]f+1, on pourrait remplacer dans la deuxiéme ligne x]f par x]f+1

qui vient d’étre calculé, et ainsi de suite. Cela donne :

kt1
a171x1+ + CLLQQ(:S +...+ almxﬁ =b;

kt1 k1
a271x1+ + a272x2+ +...+ agmxﬁ = by

B4l Bl
a1 2T a0 T a2t =0,
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En faisant ceci, on résout un systéme triangulaire qui est la partie triangulaire
inférieure de A.
A=D+L+U

avec D diagonale de A, L partie inférieure de A et U partie supérieure de A :

0 - 0 0 Cbij

Qij 0 o --- 0
d’ou le splitting :
A=(D+1L)—-(-U)
Theorem 24 La méthode de Gauss Seidel converge ssi p((D + L) 1U) < 1

6.2.5 Méthode de relaxation

On peut essayer d’améliorer la méthode de Gauss Seidel (diminuer le rayon
spectral de la matrice d’itération) en modulant la “part” de D que l’on prend.
Plus précisément, soit w # 0. On pose :

D
M==+1L
W

A= <2+L>+<w—_]D+U>
W W

Remark 6 Relaxer une valeur signifie “prendre la derniére valeur comnue” :
Jacobi, Gauss Seidel sont des méthodes de relaxation, dans Jacobi, on prend le
terme de la diagonale el on relaze les aulres termes a U'élape suivante.

d’ou

Theorem 25 La méthode de relazation converge ssi p ((% + L)71 (“T’ID + U)) <
1

Remark 7 Trouver le w oplimal (celui qui minimise le rayon spectral précédent
est tres difficile.

Theorem 26 A symétrique définie positive; A = M — N splitting régulier. Si
la matrice symétriqgue ‘M + N est définie positive, alors

p(M™IN) <1

Démonstration
Tout d’abord vérifions que la matrice M¢ + N est symétrique. Comme A =
M — N est symétrique, alors :

M'+N = (A+N)'+N
AL Ny N=A+ N+ N

ce qui prouve bien la symétrie de la matrice.
On supposons donc que M +N est définie positive. A symétrique définie positive
définit un produit scalaire et une norme :

2% = (Az,2) = 2" Az
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On exprime M ~1N sous la forme :
MIIN=MYM-A)=T-M"'A

et on va voir que pour la norme induite sur les matrices par ||.||4, la norme de
M™1IN est pluys petite que 1, ce qui prouvera que son rayon, spectral est aussi
plus petit que 1. On a :

T — M A= sup |lx— M Az
lzla=1
Soit z tel que ||z]|a =1 (z'Az = 1). Soit y = M 1Az. On a :
o =M~ Az = Jlo—ylh = (e —y)'Alz —y)
= z'Azx— y'Azx — 2 Ay + ' Ay
= 1—y'My—y'M'A "Ay +4' Ay
= 1—y'My—y'My+y'Ay
T—y'(M+ M — Ay =1—-y" (M + Ny
Or y # Ocar M~ ' A est inversible. Donc pour tout 2 de norme 1, on a :
le — M~ 1Az||4 < 1

La borne supérieure de cette quantité est-il aussi strictement inférieur a 17 Mais
S ={x € R"/||z||la = 1} est compact. L’application de S dans R qui & z associe
||lx — M~ Az|| est continue sur le compact S. L’image de ce compact est donc
un compact (théoreéme de Heine), la borne supérieure de cette application est
donc atteinte et donc :

M IN||= sup |lv—M 'Ax|, <1

zlla=1

Theorem 27 Si A symétrique défnie positive, la méthode de relaxation con-
verge pour 0 < w < 2.

Démonstration

A=M—N= <2+L>—<—]_WD—U>
w w

D 1—
M’f+N:<;+Lt>+TwD—U

A symétrique entraine L' = U. La diagonale d’'une matrice définie positive est
définie positive.
. 2—w
M'+N=——-D
w
Si0<w<2, p(M IN) <1 dapres le théoréeme précédent.
Theorem 28 La méthode de relaxion ne converge pas pour w ¢0,2[ et plus
précisément, si on pose

-1
1
M, = <9 +L> <°"—D+U>
W W

p(My) > w—1]

alors
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Démonstration
w—1\" ;
det (=D +U) () I1di
det Mw - L - n .
det (2 + L) (L) ITdi
= (w=—1"
mais
(p(M))" = [ TNl = fw = 11"
d’ou

p(M,) > lw—1]

6.3 Meéthodes itératives liées a ’optimisation

Definition 12 L optimisation est I’étude de la minimisation de fonctionnelles
sur des sous domaines de R™.

A partir de maintenant, A symétrique définie positive.

6.3.1 Equivalence systeme linéaire et optimisation

Soit v € R™. On considére

1
Jw) = i(AU,U) — (b,v)
R" — R
Theorem 29 Minimiser J sur R™ est équivalent d résoudre Ax = b. Autrement

dit, J admet un unique minimum en un poinl qui est la solution su systéme
linéaire Ax = b.

Remark 8 Rappel J différentiable en u :

A R"™ — R linéaire (conlinue)
Vh € R", J(u+h)=Ju)+Uh)+||h|e(h)

avec
lim e() = 0
on note
I(h) = DJy(h)=J(u).h=VJ(u).h
I = DJ,=J'(u)=VJ(u)
Démonstration
1
Ju+h) = 5(A(u—|—h),u—|—h) —(byu—+h)

= %(Au,u) — (b.u) + (Au—b,h) + %(Ahvh)

= J(u)+ (Au—b,h) + %(Ah, h)
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d’ou J est différentiable car |(Ah,h)| < ||AR|.||A] < JJA|.||R|1* = ||k||le(R) et
VJ(u) = Au—b.

Dong, si J est minimum en u, alors VJ(u) = 0 et u est solution de Az = b.
Réciproquement si Au = b, alors pour tout h # 0 :

Ju+h)=J(u) —I—%(Ah,h) > J(u)

car A est définie positive, et donc J admet un minimum en wu.
|

On va donc essayer de construire des méthodes pour minimiser .J.

6.3.2 Meéthodes de descente

Definition 13 On appelle méthode de descente une suite de la forme
Th41 = Tk + QpPr

ot ayp € R et pp, € R"

Definition 14 On appelle py, la direction de descente.

Remark 9 Les différents choix de oy et pp donnent naissance a différentes
méthodes.

On voudrait que z converge vers x solution de Az = b.
Notations
Az = b
1
J@) = 5(Azz) - (b.2)
erreur e(x) = x—7T
résidu r(z) = b— Ax
BE(z) = (Ae(z),e(x))
VJx) = —-r(x)

8

Theorem 30 On aFE(z) = (r(z),A 'r(x)) et minimiser J est équivalent &
manimiser I

Démonstration
Alr(z) = A lb—2z
= T—z=—e(x)
(r(@), A 'r(@)) = (r(2), —e(2))
Ae(z) =Ar — AT = Ax — b= —r(x)
d’on

(r(2), A7 'r(2)) = (Ae(2), e(x)) = E(z)
et

E(z) = (Alx —7%),2—%) = (Az,z) — (A2, %) — (AZ,z) + (AZ,T)
(Ax,x) — 2(b,z) + (AT, T)

et F et J ne différent que d’une constante.
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Theorem 31 On a
Thpet1 = Th — APy

Démonstration
Comme zj11 = T +ipr, en multipliant cette expression par —A et en ajoutant
b, on obtient le résultat annoncé.

6.3.3 Méthode de descente optimale

Definition 15 pp étant choisi non nul, on appelle descente optimale le choix
de oy, qui minimise J sur l’ensemble des vecteurs de la forme i, + apy, (qui
constituent un droite).

o, minimise J sur la droite xp, + oP :

Va € R, J(xp + arpr) < J(x5 + apy)

Est-ce possible 7

1
J(xr + apr) = i(A(xk + apr), xr + apr) — (b, 2 + app)

Cette expression est un trinéme du second degré en .
1 1
J(xp + aby) = 5042(14]9197%) + a((Apk, zr) — (b,px)) + i(Akak) — (b, 1)

Pour que J ait un minimum, il faut que

1
§(Apk7pk) >0

ce qui est vrai ici puisque A est définie positive. Le minimum est atteint la ol
la dérivée est nulle ce qui donne :

—(App, 1) + (b, pr)
(Apr.pr)

ap =

On peut “arranger” un peu cette expression :

—(App, ) + (0,px) = —(pr,Axy) + (b,0r) = (P, —Axp +0)
= (DPk:7r)
d’ou
o (Pkﬂ“k)
p = 2
(Apr, pr)
Theorem 32
(Prs7Trt1) =0
Démonstration

(PrsTh+1) = Pk Tk — R APE) = (P, ) — ar(Pr, Apr) =0
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Theorem 33 On a
E(xp+1) = E(zg)(1 — )

avec 5
vy = (Tlmpk)
T (A Y, ) (APr, Pr)
Démonstration
On a
Blara) = Blaw) — 20k(rk, pr) + of (Apr, pi)
(Tmpk)z < (7“1:7]91:)2 )
= Flr,)—-——=Flx) |1 - ———————
) = Capepe) = 2 ™ B (Apepe)
(r, Pr)? )
= Flz 1—
( k) < (Ailrk7rk)(Apk7pk)
[ |
On élimine dans toute la suite le cas 1, = 0 (Axy, = b : on a trouvé la
solution).

Theorem 34 Si p;, # 0 alors

. 1 < TR Dk )2
k= condz(A) \ Izl ||lpxll

Démonstration
On a \
condas A = /=
)\min
(Apk7pk) S )\maxllpk||2
1
(A" re,r) < P [l7&]®
d’ou
2 2
Vi = Amin (7%, Pk) _ 1 < "R Dk )
T Amax||prlPllrel|? conda(A) \ |7l [lpx]
[ |
Theorem 35 Si )
Tk Pr
dp >0,k <—,—> >u>0
72!l [Pl
alors
T — X
Démonstration
Brger) < Bwp)(1 - —E—)
- conda(A)
On a aussi

conds A
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et d’apres Cauchy-Schwarz ¢ < 1. D’ot

3
I
0< FE <({l————) F 0
< Blwe) < < condg(A)> (o) —
donc
or
E(xy) = (Alzr — 2), 25 — T) 2 Amin|2 — 7|
et donc E( )
T
e~ < S
et
Tr — T
[ |

6.3.4 Méthode de gradient a pas optimal

Dans la méthode de descente a pas optimal, on a encore le choix de py.

Theorem 36 La méthode de gradient ¢ pas optimal est la méthode de descente
optimale ou l'on a choisit py = 7}.

Remark 10 Le nom de la méthode bien du fait que rp, = =V J(xy).

Algorithme
zo donné, on peut calculer
kK =0
rog = donnée
To = b— A.’,Uo
itérez jusqu’a convergence
o = e
(A?"k, Tk)
Tp+1 = T+ QpTk
Thk+1 — T — OékATk

Theorem 37 La méthode de gradient a pas optimal est convergente.

Démonstration
On a

donc la méthode converge.

Theorem 38 La méthode de gradient & pas optimal vérifie :

2 (fa)

e — 7] <

ot K(A) = conda(A).
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Démonstration
Comme pi =1, on a

E(xpe1) = E(ar) <] - (Ark,rl)?j‘llllrk”kO

d’ott d’apres Kantorovitch

K(A) —1\*
e = 569 (3 7)

Aminllzr — Z|* < E(xr)

on obtient le résultat annoncé.

et donc comme

6.3.5 Méthode de descente a pas fixe

On repart de la méthode précédente, mais on décide de fixer a une fois pour
toute.

Definition 16 On appelle méthode de descente a pas fize la méthode définie
par :
Tp+1 = T +Qrg
avec o > 0.
2

A max

Theorem 39 La descente & pas fixe converge ssi 0 < a <

Démonstration
On a zp11 = o + a(b— Axy) et la limite éventuelle de xj, est bien la solution
de Az = b. On peut d’autre part écrire xy11 = (I — aA)r, + ab et cette suite
converge ssi p(7 — aA) < 1,ce qui est équivalent & o €]0, Tix[

Existe-t-il un o optimal ? : y-a-t-il un « tel que p(7 — aA) soit le plus petit
possible 7

fla) = p(I — @A) = max |1 — aX;| = max {|1 — a)\], |1 — a\,|}

Cette fonction f a un minimum. Ce point a pour abscisse a tel que :

[T—aX| = |1 —a)\]
1—aNy = al,—1
2
a = ——
N+,
Pordonnée f(a) fournit le rayon spectral de T — oA
A An — 2A —A An K(A) -1
p(T—ad) = 1+ 1 _ 1+ _ (4)
A1+ A A+ M\ K(A)+1

pour cet si « est optimal :
K(A)—1\"
_all < [ 2L _x
o~ < (g7 ) Moo =7l

Cette méthode n’est pas utilisable “pratiquement”, car pour avoir le o optimal,
il faut calculer la plus grande et la plus petite valeurs propres de A...
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6.3.6 Méthode du gradient conjugué

On utilise une méthode de descente optimale, c’est a dire :

Tpr1 = T+ OopPr
a (Tlmpk)

11 reste a choisir pg. Pour la méthode de gradient a pas optimal, on avait choisi
Pr = 7x. On va faire un autre choix ici. Tout d’abord, on prend py = 7o. Puis :
on prend p; dans le plan défini par r, et pp_q :

Pr =Tk + BpPr—1

avec 35, € R tel que la minimisation de F(zp11) par rapport & FE(xy) soit
maximale. C’est & dire que comme :

E(xpe1) = B(ze)(1 = 75)
on prend 3, qui maximise v, :

e = (7“lmpk)2
(A Yk, ) (Aprs pr)

11 faut que y;, soit le plus grand possible (le plus proche de 1). Examinons chacun

des termes figurant dans l'expression précédente :
(> k) = (i, i + Brpi—1) = |17l + B (P 1)

Or (rp,pr—1) =0 d’ott (r,pr) = ||7“k||2 ne dépend pas de py.
(A 17y, 1) ne dépend pas non plus de py.
Tl reste donc & minimiser (Apy, pr)

(Apr,pr) = (Alre+ Bipr—1),7% + BrPr-1)
= Br(Apr-1,pr-1) + 28, (Apr_1,7) + (Ark,7%)

Tl s’agit d’un trinéme du second degré de coefficient principal positif (si pr_1 # 0,
ce que 'on suppose) qui a un minimum en 3, annulant la dérivée :

28, (Apr-1,Pe-1) = —2(Apr—1,7%)
8, = — (Apr—1,7%)
¥ (Apkfhpk—l)

Theorem 40 Deux directions de descentes successives sont orthogonales pour
le produit scalaire défini par A (A-conjuguées).

(Apr—1,p%) =0
Démonstration
(App—1,0) = (APp—1,7%+ BePr-1) = (APr—1,7) + 81 (APr—1,Pk-1)
(Apk717 Tk)

= (Apr1,mi) = ( )(Apkfhpkfl)zo

Apr_1,Pr—1
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L’algorithme s’écrit donc :

o dOIlIlé7 To = b—Axo,po =70, k=0
o, = (Tlmpk)
(Apr. pr)
Tp+1 = T+ QpPk
kb1 = T — o Apy,
3 _ APk, Tr41)
ket (Apk7pk)
Pr+1 = Tre1 + BpoiDr

En fait, comme on va le voir un peu plus loin, on peut écrire l'algorithme un
peu plus simplement (avec un produit scalaire de moins).

Theorem 41
Sivi < k,r;#0
vk > 0,(rg41,7%) =0
75 ]I
vk > 1,0, =
P P
Démonstration
(rra1,i) = (7 — anApr, i) = ||rel” — or(Ape, pe — Brpr—1)
= |lrll® — cw(Apw, pr) +an By, (Apr, pr_1) = 0
~———
Et pour
_ (Apkflﬂak)
By = —
(Apkfhpk—l)
on écrit :
1
Apr1 = (Th—1—11)
Qf—1
1
(Ape-1,m8) = — 7512
Qg1
et
1
(App—1,Pe-1) = ( N(rk—1,Pp-1) — (P, Pr—1)]
Ap—1 ———r ——
_ lreal?
Qf—1

car (1,pr-1) =0 et (rp_1,p6-1) = ||7x—1]|%. Dot :
|75 ]I
71 l|?

By =



CHAPITRE 6. MFETHODES ITERATIVES 36

On peut donc écrire I'algorithme sous la forme :

B Y
(Apx,pr)
Tpr1 = Tp+ OapPp
The1 = Trp—apApy
7% l?
Brs1 = T
i &1
Pit1 = Tre1+ BpiiDr
Theorem 42
SiV0O < i<k,ri#0
Vi S k— ]7(Tk7pi) =0
H, = Vecl(ro,...,15) = Vect(ro,Aro,Azro, .. 7Akro)
H, = Vect(po,...,pn)= Vect(po,Apo,Aon ... 7Akpo)

Démonstration (laissée en exercice)
Par récurrence sur k pour les 4 propriétés en méme temps.

Comme

dans un espace de dimension n, il ne peut y avoir que n vecteurs orthogonaux
3
2 a 2. Au pire a la n + 1*°™€ itération :

Tn L Do,---,Pn_1 €t doncr, =0

et on ale :

Theorem 43 La méthode du gradient conjugué converge en n itérations au
plus.

On a donc en fait une méthode “directe”!! Mais & cause des erreurs d’ar-
rondis, le systéme de vecteurs n’est pas rigoureursement orthogonal, et la méthode
est utilisée comme une méthode itérative!

De plus, la méthode du gradient conjugué a une propriété d’optimalité :

Theorem 44 [ atteint son minimum sur xo + Hj, en xp
YV € xo + Hy, E(xr) < E(x)

En faisant n minimisations dans R, on a fait une minimisation dans R", ce
qui est remarquable et peu courant !



