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1. Soit f linéaire de R™ dans R . Démontrez de maniére trés élémentaire qu’il existe un unique a dans R™ tel que
VYo € R™, f(x) = a.x ou . désigne le produit scalaire canonique de R™.

2. Rappels. Soit E et F' deux espaces vectoriels normés et f une application de ¥ dans F. On dit que f est
différentiable en a ssi il existe u linéaire continue de F dans F' telle que :

ISR — fla) — u(h)

|
=0
B0 4]]

On peut démontrer que si u existe alors « est unique. On la note df (a) ou df,.

(a) Démontrez que si f est linéaire continue alors f est différentiable partout.
(b) Démontrez que si f est différentiable en a alors f est continue en a.

(¢) On dit que f est dérivable en a suivant x # 0 ssi la fonction @, : € — f(a + ex) est dérivable en 0.
Démontrez que si f est différentiable en a, elle admet des dérivées suivant tout x # 0. Faire le lien entre
df (a).x et Og.

(d) Si E=R" et ' = R™ et f différentiable en a, expliciter la matrice de df, dans les bases canoniques de
R™ et R™.
(e) Dans le cas out I est un Hilbert et F' = R, expliquez le lien entre df, et le "vecteur gradient” V f(a).

3. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Soit J de R™ dans R définie par J(v) = Av.v . Démontrez que J est
différentiable et calculez V.J(v).

4. Soit J de R™ dans R définie par J(v) = % Z v;v;. Démontrez que J est différentiable et calculez V.J(v).
i,j=1

1
5. Dans L?(0,1) muni de la norme ||f||2 = / f?(x)dz, on considere les applications
0

J(v) = ]02(1’)(11’ et K(v) = ]1’1}2(1’)(11’

Démontrez que J et K sont différentiables et calculez leur gradient.
6. Dans L?(R), u étant fixé dans L?(R), on considere I’application :

T(v) = / x;ﬁ(v?(x) +u(x)v(e))de

(a) Démontrez que J est bien définie.
(b) Démontrez que J est différentiable sur L(R) et calculez son gradient.
7. Dans R? on considere la forme bilinéaire symétrique a et la forme linéaire f définies par :

a(u,v) = 2ugv1 + Bugvg + U102 + ugvy
fv) =201 + v

pour % = (uy,uz) et v = (vy,v2) dans R2.

(a) Vérifiez que a(v,v) = (vy + 2v2)% + (v1 — v2)? et que a est définie positive. On rappelle que /a(v,v)
définit alors une norme sur R?, en déduire que a est elliptique.



(b) Démontrez que le probleme de minimisation de J(v) = %a(v,v) — f(v) sur R? a une solution unique

notée u. Ecrire la formulation variationnelle associée. En écrivant cette formulation variationnelle pour 2
vecteurs v convenablement choisis, trouver la solution u.

8. Soit J(z,y,2) = $(2* +y* + 2%) — & — y — 2z définie sur R*. Soit U = {(z,y,2) € R*/x +y + » =0}
a emontrez que l'on peut utuiser le eoreme de ax ligram pour demontrer que admet un unique
Démont I t utiliser le théoreme de Lax Mil démont J admet i

minimum sur 2% en un point noté (o, 3,) et un minimum unique sur U en un point noté (a,b, c).

(b) Démontrez que («, 3,7) est solution d’un probleme variationnel que 'on précisera. Démontrez que (a, b, ¢)
est solution d’un probléeme variationnel que 1’'on précisera.

(¢) Calculez (o, 8,7) & partir de son probleme variationnel. En déduire (@, b, ¢) par des arguments géométriques.
Retrouvez (a,b, ¢) par son probleme variationnel.

9. Soit £ = H'(0,1) = {f € C°(0,1)/f dérivable et f' € L2(0,1)}.

(a) Démontrez que I est un espace vectoriel.

(b) Soit @ de E? dans R définie par :
1 1
a(u,v) = /uv—l—/u’v’
0 0

Démontrez que a est bilinéaire, symétrique définie positive. On munit £ de la norme ainsi définie. On
admet que F est un Hilbert.

1
(¢) Soit J(v) = / v'2. Démontrez que J est différentiable et calculez son gradient.
0

10. Soit U un ouvert de R"™ et J différentiable de U dans R.

(a) Démontrez que si J admet un minimum relatif en «, alors VJ(u) = 0. Démontrez que la réciproque n’est
pas vraie.

(b) On rappelle que la différentielle seconde de J en u si elle existe est la différentielle de l'application de
R™ dans R™ v — VJ(v). La différentielle seconde est donc une application linéaire de R" dans R". On
rappelle la formule de Taylor & I'ordre 2 :

J(u+h) = J(u) + VJ(u).h+ %ht.J”(u)h + ||h)|2e(h)

On identifie J"(u) avec sa matrice dans la base canonique de R". Démontrez que J"(u) est symétrique.
(¢) Démontrez que si w est un minimum relatif de J, alors J'' est positive.
(d) Démontrez que si VJ(u) = 0 et J"(u) est définie positive, alors u est un minimum strict de J.

(e) Etudier les extrema de la fonction de R? dans R? f(z,y) = 2(z — y)? — z* — y*.

11. Soit f une fonction de R dans R admettant une dérivée continue et bornée sauf éventuellement en n points ;
(21 <22 <--- < p). On note f(z") et f(x ) respectivement les limites & droite et & gauche de f en z, et &,
la masse de Dirac en z.

(a) Démontrez que f € D'(R)
(b) Calculez f'.

12. Soit £ un ouvert de R™, x,, une suite convergente de points de €. Soit §,, la suite des masses de Dirac aux
points xz,,. Etudiez la convergence au sens des distributions de la suite &, .

13. Soit x la fonction caractéristique de [0,1] c’est & dire x(z) =1 si z € [0,1], x(x) = 0 sinon. Soit f définie sur
R par f(z) = zx(z). On note §, la ditribution de D'(§}) définie par (§,,¢) = p(x) (¢ € D(R) ensemble des
fonctions C>° & support compact sur R), et 87, sa dérivée.



(a)
(b)

Démontrez que f € D'(£2)
Calculez [’ et f7.

14. On se propose de démontrer quune distribution 7' de D’(Q) est dans L?(f) si et seulement si il existe une
constante K € R telle que Vo € D(Q), |T(¢)| < K||¢|lo et comme conséquence que o ¢ L(R).
Soit f € L?(2). On considere D(2) en tant que sous espace de L2(Q) (on le munit donc de la norme de L?(2)).

(a)

Démontrez que I'application :

F : D)—R
o — Tt (p)

est linéaire continue sur D () et qu’il existe donc K € R tel que Yo € D(Q), [T ()| < Kll¢llo-
Réciproquement, soit 7" € D'(§2) une distribution telle qu’il existe K € R tel que Vi € D(Q), |T(p)| <
K||#llo- Démontrez que T se prolonge en une forme linéaire continue sur ? (€2) encore notée T. En déduire
qu’il existe une fonction f € L2() telle que T = T}, c’est a dire que T € L(Q).

On admet qu’il existe une fonction ¢ de D(R) positive non nulle dont le support est [—1,1] et telle que
1(0) = 1. (Un exemple d’une telle fonction est donné plus loin en “question subsidiaire”). On pose pour
e>0,¢.(z) = ¢(2).

Représentez graphiquement I'allure de 9 et des ¢.. Démontrez que ¥, € D(Q), que .(0) = 1 et que le
support de ¥, est [—¢, £]. Démontrez que

| w@yta= [ i v o =< [ 11 (¥(w)? du

Soit dg la masse de Dirac en 0. Démontrez qu’il ne peut pas exister de constante K telle que pout tout
e>0:
< b0,9. >< Kl [lo

En déduire que &y ¢ L*(R).

15. T désignant un intervalle ouvert de R, on se propose de déterminer les distributions T' € D'(7T) telles que T’ = 0.
Soit 1 fixée dans D(T) telle que [ = 1. Soit ¢ € D(T). On pose v = [ ¢. Soit [a,b] C T tel que les supports
de ¢ et de v, soient inclus dans [a,b] (cela signifie que ¢ et 1y sont nulles en dehors de [a,b]). On définit F
sur [ par :

—_
o T
-

P = [ (o-aw)

) Démontrez que I est de classe C*°.

Démontrez que F(x) =0 pour z < a

) Démontrez que pour z > b F(z) = 0 en montrant que chacune des 2 intégrales de 'égalité suivante est

nulle :
e = [ (= i)+ / " — aty)

En déduire que F € D(T7).
Démontrez que ¢ = aypy + F'

) Soit T' € D(Q) telle que T" = 0. Démontrez en évaluant < T, > grace & I'expression précédente de ¢,

que T est une fonction constante que 'on précisera.

1
Soit ¥(z) = e<17m;2> pour z € [—1,1\{0} ¥(0) = 1 et ¥(z) = O sinon. Démontrez que ¥ répond aux
propriétés de 1.



16. Soit © un ouvert borné de R" de frontiere réguliere. Soit ¢ € C1(Q) fixée. Soit A I'application définie sur
L2(Q) par :

Yu € L*(Q), Au(x) = g(x)u(z)

|| ||oc désigne la norme de L>°(Q), || |lo désigne la norme de L2(€2), || ||, désigne la norme de H'(2) et | |; désigne
la semi norme de H({2).

(a)
(b)

Démontrez que Au € L%*(Q), que A est linéaire continue de L2(Q) dans L%(Q).

Pour v € C°°(Q), démontrez que:

9(Av)
200 <
128, <

dg
axi

ov
leclello + gl

puis que:
1

2

Aul; < V2 [Z |2 + ||g||io] ol
i=1 v

) Démontrez que B, la restriction de A & C°°(€2) muni de la norme || ||, est continue de C°°(2) dans H'(Q).

Démontrez que B se prolonge en une application linéaire continue de H'(2) dans H'().

) Démontrez que pour tout v € H*(2), Bu(x) = g(x)v(z) presque partout.

17. Soit J définie sur U partie convexe de R".

(a)

(b)

18. Soit g =0, z1 = %, To =

Démontrez que si J est différentiable en u et admet un minimum en u alors :
Yo eU, J'(u).(v—u) >0
On dit que J est convexe ssi :
Ve, y € UVt € 0,1], J(tz + (1 —t)y) < tJ(x) + (1 —1)J(y)
Démontrez que si J est différentiable sur U, J est convexe ssi :
Yu,v € U, J(v) > J(u)+ J'(u)(v —u)

On admet le résultat ”strictement convexe” ssi ”>".

Démontrez que si J est deux fois différentiable sur U, J est convexe ssi :
Vu,v € U, (v—u)'J"(u)(v—u) >0

On admet le résultat ”strictement convexe” ssi ”>".

Démontrez que si J est convexe, tout minimum relatif est un minimum absolu. Démontrez que si J est
strictement convexe elle admet au plus un minimum et c’est alors un minimum strict.

Démontrez que si J est convexe, différentiable en «, J admet un minimum en u ssiVo € U, J'(u)(v—u) >0
et que si U est ouvert cette condition est équivalente & J'(u) = 0.

%, <esy T, = 1, une subdivision régulie¢re de [0, 1]. Soit

Ve ={v e C%0,1)/v(0) =v(1) =0, et Vi € [0,n — 1],v)(4, 4,,,) linéaire}
Démontrez que V;, est un sous espace vectoriel de C© (0,1). Démontrez que tout w € V,, est dérivable
presque partout et que Vu € L2(0,1). On munit V,, de la norme |[v||? = 01 v? 4 fol v,

Pour 1 <1i¢ <n-—1, soit e; la fonction de V,, définie par ei(xj) = ;5. Explicitez les valeurs de e; sur chacun

des intervalles [x;, T;11], représentez graphiquement e; et démontrez que (e;) est un systeme libre de V,.
n—1

Pour u € V,, on pose u; = u(x;). Démontrez que v = > w;e;. En déduire que (e;) est un systeme
i=1

générateur de V,,, que V,, est de dimension finie n — 1.



Soit f dans V,,. Soit J définie sur V,, par J,(u) = — [} fu. Démontrez que J, est stricte-
p 3 0 0 q
ment convexe. En déduire que J, admet un minimum strlct unique en un point noté u™ tel que Yv €
Vi ,fol Vu"Vo = fol fv, ou encore Vi € [1,n — 1] ,fol Vu"Ve; = fol fes.
e) Calculez pour ¢,7 € [1,n— 1 ! Ve;Ve; et ! e;e;. Démontrez que la recherche de 4™ est équivalente a
p »J s » Jo 5 0 7 q q
la résolution d’un systeéme linéaire Az = b pour lequel on explicitera la matrice A et le vecteur b.

(f) Faire le lien avec la résolution de I’équation aux dérivées partielles —Au = f, u(0) = u(1) = 0 et sa
formulation variationnelle. Expliquer la “philosophie” de résolution numérique.

19. Soit u de [a, b] dans R. On pose D u(h) = &+ h}i — @) ) = w Dyu(n) = “EFH) Q_hu(x -
(a) Démontrez que si u est de classe C?, alors u'(z) = D+u(h) + O(h) = D, u(h) + O(h).
(b) Démontrez que si u est de classe C2, alors u'(z) = D,u(h) + O(h?)
(c) Démontrez que si u est de classe C°, alors 3o, 8 u ( ) aD, ( ) + BDzu(2h) + O(h*)
(d) Démontrez que si u est de classe C2, alors u''(z) = [DF (h) — D, (h)]/h + O(h?)
(e) On cherche a résoudre —u'' = f sur [0,1] et w(0) = u(1) = 0. On appelle u; une valeur approchée de u

au point x; = % de [0, 1]. On utilise la formule de différences finies précédente. Ecrire le systéme linéaire
dont est solution (u;). Commentaires.

(f) On cherche & résoudre & présent —Aw = f dans [0,1] x [0,1] et & = 0 sur J([0,1] x [0,1]). On découpe
[0,1] x [0, 1] en n? sous-carrés réguliers que I'on numérote “gauche-droite, bas-haut” de 1 & n%. On appelle
u; la valeur approchée de u au milieu du ¢-eme carré. En utilisant la méme formule de diflérence finie que
précédemment, écrire le systéme linéaire dont est solution ().

20. Soit u de classe C® sur [0, L].
(a) Démontrez que les expressions suivantes :

(G) (=3u(x) +4(u(x + h) —u(z +2h))/2h
(M) (u(x+h) —u(x—h))/2h
(D) (Bu(x) —4u(x — h) +u(x —2h))/2h

sont de “bonnes” (préciser ce qualitatif) approximations de wu.
On se propose de résoudre numériquement le probleme (1) :

ol f et ¢ sont des fonctions continues données, et ¢ > 0.

(b) Démontrez que si ¢ =0, il n’y a pas unicité a (1).

(¢) Démontrez que si ¢ # 0, il y a unicité & (1).

(d) Démontrez qu’il existe une condition nécessaire d’existence de u portant sur f, a et .

(e) Fcrire le systéme linéaire de résolution du probleme [1] par différences finies en utilisant (G) et (D) pour

(1.b) et (1.c). Quelles sont les propriétés (bonnes ou mauvaises) de ce systeme ?

(f) On introduit un point fictif en x = —h et x = L + h. Cela permet d’utiliser la formule (M). Ecrire le
nouveau systéme obtenu et comparer ses propriétés avec le systéme précédent (éliminer les inconnues
fictives).

(g) Dans le cas ¢ =0, le résultat de la discrétisation est-il cohérent avec les résultats de la question 2 7



(h) Extension & la dimension 2. Ecrire le systéme linéaire obtenu par différences finies pour le probleme :

—Au = f(x7y) sur [07L] X [07 L]
0
s _ O pourz=0etx=1
oz
0
- Opoury=0ety=1L
Oy

Quelles propriétés retrouve-t-on 7

21. Soit  un ouvert de R? de frontiere I' “suffisamment réguliere” telle que I' = T'o UT; avec To NT1 = 0 et Ty
et T'y mesurables. Soit V = {v € H*(Q)/Tr(v)r, = 0} muni de la norme ||.|[;. Soit a définie sur V' x V' par
a(u,v) = [(Vu.Vu+4buv) avec b € L>(Q) et telle que 33 > 0 tel que b > 8 presque partout sur €2. On admet
que a est bilinéaire symétrique. Soit f € L2(1).

(a) Démontrez que V muni du produit scalaire définissant ||.||; est un espace de Hilbert.
(b) Démontrez que a est continue.

(¢) Démontrez que ¢ est elliptique. En déduire que le probléeme variationnel :
trouvez v € V tel que: Yo € V, a(u,v) = / fv
Q

admet une solution unique. On note u cette solution.
(d) Démontrez que w vérifie —Au + bu = f presque partout dans €.

(e) En admettant que u € H?({2), trouvez les conditions limites sur u (c’est & dire, les équations vérifiées par
wsur I')

(f) Soit w € H%(Q) vérifiant —Aw + bw = f presque partout dans ) et vérifiant aussi les conditions limites
précédemment trouvées, démontrez que w est solution du probléme variationnel précédent.

22. Soit J de R™ (muni de sa norme euclidienne) dans R différentiable et elliptique, c’est & dire :
Ja > 0,Yu,v € R, (VJ(v) — VJI(u),v —u) > allv — ul|?
(a) Démontrez que J vérifie :

Yu,v € R", J(v) — J(u) > (VJ(u),v —u) + %HU — ul?

(b) Démontrez que .J est strictement convexe et que J(u) tend vers +0o quand ||u|| tend vers +oo.

) Soit U une partie convexe fermée de R"™. Démontrez que le probleme : trouver v € U tel que J(u) =
ming ey J(v) admet une solution unique.
Soit A une matrice carrée d’ordre n symétrique définie positive. Soit ¢ € C°(R, R) croissante telle que
w(0) =0 et P(x) = foz @. Pour toute fonction f de R dans R, pour x € R", on note f(x) le vecteur de
composantes f(x;). Soit a = (1,1,...,1), b € R" et J la fonctionnelle de R™ dans R définie par :

—~
o]

J(@) = 5(Ar,2) + (®(2), ) - (b,7)

(d) Démontrez que J est différentiable et elliptique. En déduire que le probleme : trouver x € R" tel que :

J(z) = min J(y)

admet une solution unique qui est aussi solution de 'équation :
(Eo) Az +p(z) =10

(e) Démontrez que 'application ¥ de R™ dans R"™ qui & b associe z solution de (Fo) est lipchitzienne (3C
Voubs € R [0 — W(ea)] < oy — b))



(f) Démontrez que si de plus @ est de classe C* alors W est aussi de classe CF (on pourra penser & utiliser le
théoreme des fonctions implicites).
Soit B une matrice d’ordre (n,m). A présent on fixe b dans R™, et & v € R™, on associe y(v) dans R"
comme étant la solution de :

(Eg) Ay +o(y) = b+ Bu

(g) Démontrez que v — y(v) est lipschitzienne de R™ dans R™.

(h) Soit yq fixé dans R"™ et S une matrice carrée d’ordre m symétrique définie positive. Soit J de R™ dans R
définie par :

I0) = ) v + 5(Sv.0)

(i) Démontrez que J(v) tend vers +oco quand ||v|| tend vers +o0 et que J admet au moins un minimum sur
toute partie fermée de R™.

(j) On suppose ¢ de classe C*. Démontrez que J est différentiable et que son gradient est défini par :
VJ(v) = B'p+ Sv
ou p est la solution du systéeme linéaire :
[A + diag(¢'(y(v))lp = y(v) — v

23. Soit © un ouvert borné de R™ de frontiere suffisamment réguliere. On note |.|; la semi norme et ||.||; la norme

de H1(Q): . ) n 2
|U|§:/Q lz <:—;k> ] ||v||?=/Q 02+;<%> ]

k=1
Soit ug € H*(). Pour w € H}(Q), on pose J(w) = |ug +w|?. On consideére le probleme (P):

Tr € HY(Q) tel que: J(v) = inf J
ouver v 0(§2) tel que : J(v) well-rllé(ﬁ) w)

(a) Démontrez que J(w) peut se mettre sous la forme %a(w,w) — l{w) + b avec a bilinéaire et [ linéaire sur
HE(Q) et b constante.

émontrez que a une solution unique notée v.
b) Dé t P luti i té
(¢) Démontrez que (P) est équivalent & un probleme variationnel que 'on précisera.

(d) On pose v = ug +v. Démontrez que u est solution du probléeme aux limites:

{ Ay =0 dans 2

U = ug sur Of)
24. Soit Q =|0,1[, f € L*(Q), V = {v € H'(Q)/v(0) = v(1)}. On considere le probleme (P):

_ —u/' +u = f dans
Trouver u € C*(Q) tel que w(0) = u(1)
©'(0) = w'(1)

(a) Démontrez que la définition de V' a bien un sens et que V est un sous espace complet de H!(f2).

(b) Déterminez un probleme variationnel (PV) dans V vérifiant :
- toute solution de (P) est solution de (PV)
- (PV) admet une unique solution
- Si la solution de (PV) est suffisamment réguliere, alors elle est aussi solution de (P).
On note u la solution de (PV).

(c) Démontrez que si f € H'(), alors u € C%(Q) et u est solution de (P) au sens “usuel”.



(d) Etendre au probleme (P) les éléments finis P; vus en cours pour le probleme:

—u/' +u = f dans
{ w(0) =u(1) =0

En particulier, précisez I'espace d’approximation Vj; et en donnez une base. Que remarque-t-on sur la
solution approchée up, par rapport au probleme (P)?

25. On considere I'ouvert Q =]0,1[x]0, 1] de R? et on note (x,y) le point courant de R2. On note la frontiere de
I'=T,UIl';UI's UT'y comme indiqué sur le graphique ci dessous. On note n la normale unitaire & I" dirigée
vers I'extérieur de ).

A

E

ry r,

Y

0 ln Iy 1

Le but de ce probleme est d’étudier l’existence et 'unicité de la solution du probleme aux limites (F):

Pu Ot
—@ + a—y4 = f dans Q
(F){ u=0surl

1%}
—u:08ur I'yuls
Ay

puis d’étudier une méthode d’éléments finis adaptée.
On désigne par D(}) I'ensemble des fonctions réelles de classe C°° & support compact dans € et

v ov
HYQ) = L)/ — et — € L*(Q
(@)= v e @)/ 2 ot 52 e 12(@)
les dérivées étant prises au sens des distributions. On note H = D({2) I'adhérence de D () dans H(Q) pour
la norme .
3 1
o] / 2 v 2+ owl? ||2+ awl® o’
vy = v — — =||v — —
! ox Ay "ozl oy,
Q

qui fait de H*(Q2) un espace de Hilbert. On a noté |v|, la norme de v dans L?(£2). On rappelle les formules de
Green:

ou ov
v H' Q) : —v=— [ u— +dT
w,v € H'(Q) anv /Quax—l—/FMm

ou / ov /
—y = — u— + | uvn,dl’
o Oy o Oy r Y

oll ngyet n, sont respectivement la premiere et la deuxieéme coordonnée de la normale a I'.

Yo
(a) Soit v € D(€)). En remarquant que v(z,y) = / a—Z(x,t)dt, démontrez que :
0

Y(x,y) € Q, (v(z,y)? < /01 (?(x,t))th

Y



puis que :

< [(5)

Démontrez que I'inégalité précédente reste vraie pour v € H ().
On obtient naturellement de maniére analogue pour tout v € Hg () :

[ (&)

Quel théoréme retrouve-t-on a partir de ces deux inégalités?

Soit :
2

o“v
— 1 2
62
—— €tant pris au sens des distribution. On considere la norme :

o]l —/v2+ @2+@2+&2 2—
X A Ox Oy Oy? o

Démontrez que X est complet pour cette norme.
Dans toute la suite on munit X de cette norme ||, .

-

0%

2
ol + |5
|| ||1 ‘ayg

273
0‘|
—X
Soit V = D(2) l'adhérence de D(£2) dans X pour la norme |/o||, . Démontrez que :

v\ 2 A% 2
wev [(5) = L5
o \ 9y o \ 9?2

Soit f € L%(Q). Démontrez que la forme linéaire :

vV — R

U»—>/va

Démontrez que le probleme (P) : trouver v € V tel que
oudv  0*udv
YoevV . —t+t——— ] =
Y /Q <6x ox + Ay? 6y2> /va

Démontrez que la solution u du probleme (P) vérifie au sens des distributions :

est continue.

admet une solution unique.

Pu  d'u
ox oy
Démontrez que V C Hi () et que donc Vv € V, v|p = 0.
v
On suppose que la solution © € V N H*(2) et on admet que I'on peut définir — sur I' pour les fonctions

oy

v de V. Démontrez qu’alors pour tout v de V', on peut écrire :

(B0 Butn_ [ ( Py gy [t p R
Q \ 9z dx  dy? dy? - ox? oyt r, Oy? dy rs Oy2 Oy
On admet que :

V={veH (Q)/vyr=0et g—;}mupa =0}



(0)

En déduire que u solution du probleme (P) est bien solution du probléme aux limites (F).
On va a présent définir un élément fini adapté a la résolution du probleme P. On considere ’espace W
des polynomes de la forme :

p(x,y) = ap + aqy + aoy® + asy® + Boz + Byay + Boxy® + Baay®

Soit K un rectangle de sommets (aq,az2,as3,a4) aux cotés paralleles aux axes de coordonnées ((ay, az2) et
(as,a4) étant paralleles & 'axe des x). Soit p € W tel que :
Ip

pour 1 <i <4, p(a;) = =~ (ai) =0
Y

Démontrez que p est nul sur [aq,a4] et [ag, as],puis que p est nul sur tout segment horizontal & I'intérieur
de K. En déduire que p est nul.

Soit a; et B;, 1 < ¢ < 4 des réels. Démontrez qu’il existe un unique polynéme p € W tel que :

o
pour 1 <4 <4, p(a;) = oy et a—p(ai) =4
()

9]
On note g = {p(ai), a—p(ai)} les degrés de liberté ainsi définis.
Y

Soit K7 et Ky deux rectangles & cotés paralleles aux axes partageant une aréte verticale [@, b]. Soit piet
p2 € W définis respectivement sur Kjet Ko dont les degrés de liberté communs coincident. Démontrez
. 1%} 0
que pret po coincident sur [a, b] tout en entier de méme que % et % Démontrez les mémes résultats
Y Y

si Paréte commune est horizontale.

Soit T, une triangulation de €2 & Paide de rectangles & cotés paralleles aux axes. Démontrez le “théoréme”

VU en cours : 5 5
M € LQ(K) alors Y

L3
axi axi < ( )

Sive C%Q) et YK € T,

— 9]
ol z; désigne 1'une des coordonnées. On en déduit donc que si v € CO(Q) et Vi, VK € T}, M € L*(K),

axi
alors v € H(Q).

Soit :

—_ _
Xp = {Uh € CO(Q)/QL; € COQ):VK € Th, valx € W}

Démontrez que X C X.

Démontrez qu’il existe un et un seul élément de X; prenant des valeurs données ainsi que sa dérivée
partielle en ¢ en tous les sommets de la triangulation. En déduire la construction d’un sous espace V3, de
V inclus dans X}, permettant de traiter les conditions limites du probleme (P). Quel est la dimension de
Vip?

Lorsqu’on utilise I'élément fini (K, Xk, W) ainsi défini, combien y a-t-il au maximum de termes non nuls
par ligne dans la matrice obtenue?

26. Soit Q =]0,1[, f € L?(), 0 = 20 < 21 < ... < x; = 1 une “triangulation” de Q, I; = [z;_1,7;], Pu(I;)
I'ensemble des polynomes de degré au plus & sur 7, h = max (x; —z;_1), Vi = {vs, € L2(Q)/Vj € [1, I,up1, €

(a)
(b)

(c

()

1<5<1

Py(1;)} et Wy, = {wy, € CYE)/¥) € [1,1], w1, € Py(I;) et w(0) =w(1) = 0}.

Démontrez que si v € C°(Q) et Vj € [1, Iv, € Hl(;j), alors v € HY(Q).
Démontrez que Wy, C H2(Q) N H3(Q) et V,, SZ H'(Q). Démontrez que Ywy, € Wy, w) € Vj,.

) Démontrez que le probleme (P) : trouver v € Hg(Q),Vv € H}(Q), Jou'v' = [ fv a une solution unique.

Démontrez que —u'" = f et que u € H2().

Démontrez que (P) est équivalent a (P') : trouver v € H§(Q),YVw € H2(Q) N H} (Q),fQ uw' = — fQ fw.
On va étudier le probleme (P) : trouver up, € V3, tel que Vwy, € Wh, fQ upwy = — fQ fwp,.

10
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()

v

Pourquoi (Py) n’est pas un probleme approché de (P’) au sens du cours?

Soit a la forme bilinéaire symetrlque sur Wy, x W), définie par a(zn,yn) fQ zhyy. Démontrez que @ est
elliptique (on rappelle qu’en dimension finie, tout forme bilinéaire -et donc continue pour toute norme-
symétrique définie positive est elliptique). En déduire qu’il existe un unique 2, € Wy tel que Ywy, € Wy
fQ 2wy = — fQ fwp. En déduire que (Py) a une solution.

Démontrez que dimV;, = 27.

Ecrire les conditions vérifiées par une fonction %3 par morceaux pour étre dans Wp; démontrez que
dim W, = 27.

Démontrez que Yu, € Vi, Fwy, € W), tel que wy = vy Démontrez 1'unicité de la solution de (Py).
Démontrez que Vv, € Vi, [, (u — up)vp = 0. Démontrez que ||u — upljo < in{/ |l — villo-
v €V

On rappelle que H%(Q) C C1(©2). On admet que la formule de Taylor avec reste intégral :
v,y €[0,1], g(x) = g(y) + ' () (x —y) + / g"(t)(z —t)dt
y

est valide pour g € H?(2). Pour v € H%(2), on définit Pyv € V}, sur [0, 1] par Vj € [0,T — 1], Pyo(z;) =
v(z;) et (Phv)(z;) = v'(x;), c’est & dire que pour « € [z, x;j4+1], Pav(z) =v(x;) +v'(z;)(x — x;).

Démontrez que :

h3 Ti41
Vo€ ozl ol@) - Pre@P< g [ 0"

7

Puis que :

h2
HU—BMbS:EWb

En déduire la convergence de la méthode numérique proposée :
llw —unllo < Wb
\/—

Comparez (de tous les points de vue...) cette méthode numérique avec la méthode des éléments finis
linéaires vue en cours.

27. Soit £ un ouvert de R" de frontiere réguliere I' = 9. On suppose I' =T'; UTy et T'y N Ty = (.

) Démontrez que 'application “restriction” de L?(T") dans L%(Ty), v — v|p, est continue.

Soit V = {v € H*(Q)/v = 0 sur I'1}. Démontrez que V est un sous espace de Hilbert de H() muni de
sa norme || ||1.

Soit a : V x V — R, définie par a(u,v) = [,(Vu.Vv 4+ ww) et soit f € L?(Q). Démontrez que le probleme
“trouver u € V,Yv € V,a(u,v) = fQ fv” admet une solution unique que 'on note u dans la suite. On
admet que u € H%((Q).

Démontrez que u est solution d’un probleme aux limites (équation aux dérivées partielles assortie de
conditions aux limites) que 1'on précisera.

Démontrez que si w € H? (1) est solution de ce probleme aux limites, alors w = u.

Soit p un polynéme de P3(R?) (p = Zi+j<3 @;;x'y?). Démontrez que si p est nul en 4 points distincts
d’une droite d’équation y = ax + b alors p est nul sur toute la droite. Généralisez au cas d’une droite
quelconque.

Soit T un triangle (a1, ag,a3). On note A1, Az et A3 les coordonnées barycentriques dans ce triangle. On
note ag le point de coordonnées barycentriques (1/3,1/3,1/3), et a;;; le point de coordonnées barycen-
triques 2/3 sur a; et 1/3 sur a; comme indiqué sur la figure ci dessous.On note GG 'ensemble de ces 10
points ag, a; pour 1 =1,2,3 et ay; pour i # j, 4,5 = 1,2, 3.
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a

a
23 a

337

Soit fo = 271 A2A3. Démontrez que fo € P3(R?) et que fo(ao) = 1 et que fo est nulle sur les autres points
de G.

(h) En s’inspirant de la forme du polynéme fo, déterminez, en fonction des A, fi € P3(R?) valant 1 en a; et
nul sur les autres points de G.

i) Déterminez de méme, en fonction des A, p;;; valant 1 en a;;; et nul sur les autres points de G.
Y J
(j) Démontrez qu’il existe un unique polynéme de P3(R2) prenant des valeurs données aux points de G.

(k) Démontrez que ce triangle définit un élément fini continu, c’est & dire qu’une fonction, définie sur un
maillage de triangles par sa valeur aux 10 points G de chaque triangle, et dont la restriction & chaque
triangle est dans Ps (RQ)7 est globalement continue sur le maillage.
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