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1. Dans R" (n > 2), soit « €]0,1[ et f définie par :

f: R"—R

()

R~

Démontrez que f n’est pas une norme.

2. Sur 'ensemble des matrices carrées d’ordre n & coefficients complexes (ou réels), on définit :
ey L
|AllF = [Tr(AAT)]?

(a) Calculez ||A||r en fonction des coefficients de A.
(b) Démontrez que || ||» est une norme matricielle (appelée Norme de Frobenius).
(¢) Cette norme est-elle une norme induite, c’est & dire existe-t-il une norme N sur C"(ou R") telle que

1Al = sup LCAT)
220 N(z)

?

3. Sur 'ensemble des matrices a coefficients complexes, on considere les normes 1,2, 00, induites par les normes
correspondantes sur C™. Démontrez pour toute matrice A :

1Al = mjaxz lai;| (Al = mgxz |ai ;|
i J

14]lz = V/p(AA) = /p(AA")
[Allz < [Allp < V/nl|All2

1
il < 14l < VAl

4. Démontrez que pour toute norme induite ||.|| et toute matrice A :
p(A) < [|4]

Remarque : en fait ce résultat est aussi vrai si la norme n’est pas une norme induite.



5. On considere C™ muni du produit scalaire usuel noté (, ):

n
(.’IJ, y) - Z xigi
i=1

Soient A et B deux opérateurs (applications linéaires de C™ dansC™) diagonalisables.
(a) Démontrez que A et B commutent si et seulement si A et B ont méme vecteurs propres.
(b) On rappelle que l'opérateur adjoint noté A* (A’ dans le cas réel) d’un opérateur A, vérifie :
Vr,y € C,(Az,y) = (z, A%y)

On dit qu’un opérateur est normal s’il commute avec son adjoint. Démontrez qu'un opérateur normal est
diagonalisable en base orthonormée. En déduire pour le cas réel que si A est symétrique (A = A?), alors
A n’a que des valeurs propres réelles et est diagonalisable en base orthonormée.

6. On considere la matrice carrée tridiagonale d’ordre n :

(a) Démontrez que les vecteurs u® définis pour 1 < k < n par :

ko JkT
u¥ =sin
J n+ 1

sont, vecteurs propres pour les valeurs propres :

T .o km
=2(1— =4 —_—
O ( cos ]) sin )
(b) Calculez les valeurs propres de la matrice tridiagonale :
a f
g o p
. 0
0
g o p
8 «
7. On considere la matrice n? x n? par blocs :
B T
T B T
0
M = 0
T B T
T B



ol B et T sont symétriques d’ordre n et commutent. Soit \; et w; les valeurs propres respectivement de B et
T.
(a) Démontrez qu’il existe une base dans laquelle M est diagonale par blocs de matrices tridiagonales.

(b) Calculez les valeurs propres de M en fonction des \; et w;.

8. Soit la matrice d’ordre n :

(a) Calculez A~ pour n = 3,4.
(b) Calculez A~1 pour n quelconque.
(¢) Calculez condi A.

9. On munit C"™ d’une norme et I’ensemble des matrices carrées d’ordre n de la norme induite. Soit A une matrice
inversible.

(a) Soit u et w + du solutions de :
Au=b et A(u+du)=>b+6b

Démontrez que :

)
18] < Cond(A)
[[ull

(b) Soit 6A une matrice et u et u solutions de :

[180]]
2]

Au=>b et (A+6A)(u+du)=1>

Démontrez que :

154 154)
——— < Cond(A)+——
T+ ul S

10. Résoudre les systemes :

240  —319.5 u )
—179.5 240 up |
240 —319 or\_ (3
—179 240 vy ) T\ 4

Interprétez les résultats.

11. Soit A et B deux matrices réelles symétriques définies positives. Soit A1, ..., An, Hy, ooy fly, €6 V1, Vn les
valeurs propres de A, B et A + B rangées dans I'ordre croissant.



12.

13.

14.

15.

16.

(a) Démontrez que vy, < Ay, + p,, €6 v1 > A1 + pq.En déduire que :

An + 1
condg(A+B) < ———=
2 ) AL+ 1y
(b) Démontrez que conda(A + B) < max(conds A, conds B).
Soit la matrice d’ordre N :
0 1
0 1
Ale) =
1
€ 0

Calculez les valeurs propres de A(g). Ce probleme de valeurs propres est-il bien conditionné ?

Soit L une matrice triangulaire inférieure, bidiagonale et inversible avec
Lii—1 #0pouri=2,n
On pose M = L', On sait que M est triangulaire inférieure.

(a) On cherche a résoudre Lz = b. Ecrire 'algorithme de résolution directe sous la forme la plus simple
possible. Evaluez le nombre d’opérations nécessaires.

(b) Calculez m; ; en fonction de L et établir une relation de récurrence entre mitq ; et m; ;. En déduire que
tous les m; ; sont non nuls pour ¢ > j.

(¢) Calculez le nombre d’opérations nécessaire pour calculer Mb. Comparez avec le nombre d’opérations de
la résolution directe de Lx = D.

Effectuer la décomposition LU de la matrice :

On cherche a résoudre A%z = b pour plusieurs seconds membres b, la matrice A étant inversible mais sans autre
propriété particuliere. Existe-t-il une autre stratégie que de calculer et de factoriser A2?

Soit A symétrique définie positive. Soit BB la décomposition de Cholesky de A. Ecrire I'algorithme de calcul
de B. Combien d’opérations cela nécessite-t-il?7 Comparez avec la factorisation LU. Calculez la décomposition

de Cholesky de :
4 -1 0



N
17. Soit (x;,y;) N couples de réels et F'(a,b) = Z(yl —ax; — b)2
i=1

(a) Trouvez (o, 3) qui minimise F. Tnterprétez F'(«, 5) géométriquement.

(b) Soit:
1 Y1
xo 1 Y2
M=| "7 | U=(@p V=
y 1 YN

Montrez que :

F(a,b) = |MU — V|

(¢) Soit A une matrice réelle m x n, b un vecteur de R™. Soit :

J(x) = %(A:Jc—b,Ax—b).

Soit P et P’ les problemes :
P: Trowver x € R"Vy € R", J(x) < J(y)
P Trowver x € R™, A"Ax = A"

1. Démontrez que :

1
Ve e R" J(z) = i(AtAx,x) — (A%, z) + (b))
1
Yo,y € R" J(xz +vy) = J(v) + (A"Az — A®b,y) + i(AtAy,y)

En déduire que x solution de P’ entraine x solution de P.

2. Soit x solution de P. Calculez le gradient de J en x. En déduire que z est solution de P’.

(d) Retrouvez (a,[3) grace & ces derniers résultats.

18. Soit la matrice

1 a a
A= a 1 «a
a a 1
Pour quelles valeurs de a :
(a) la matrice est-elle définie positive ?
(b) la méthode de Jacobi converge-t-elle 7
19. Soient les matrices :
1 2 =2 2 -1 1
A= 1 1 1 B = 2 2 2
2 2 1 -1 -1 2

Les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel sont-elles convergentes pour ces matrices ?

20. On dit que la matrice A est a diagonale strictement dominante ssi :

Y, |CL¢71‘| > Z |Cbi7j|

JFi



(a) Démontrez que A est inversible.

(b) Démontrez que 'on peut définir la méthode de Jacobi pour A et qu’elle converge.

21. On consideére le systeéme linéaire de 10 équations & 10 inconnues :

—2rx1+x0 =0
Tj1—2x;+xj4=b; j=2,..9
xg — 2x10 = b1g

(a) Ecrire la matrice A du systeme linéaire Az = b.

(b) Ecrire les relations de récurrence entre les composantes de zF*1 et de z”® si l'on applique les méthodes de
Jacobi et de Gauss Seidel au systéme linéaire.
On considere a présent une autre numérotation des inconnues :

Y1 =21 Y2 =3 Ys==Ts Ya=2T7 Ys5=2=Tg
Y¢ = T2 Y7 =x4 Ys==Te Yo =g Y10= T10

et une autre numérotation des équations :

cpr=by cp=0b3 cg=bs cy4=07r 5=
cg=bas cr=04 cg=bg cog=10g c10=Dbyo

On obtient donc un nouveau systéme équivalent a celui de départ Ky = c.
(¢) Ecrire la matrice K du systéme linéaire.

(d) Ecrire les relations de récurrence entre les composantes de zF*1 et de z”® si l'on applique les méthodes de
Jacobi et de Gauss Seidel au systéeme linéaire Kx = ¢. Comparer les avec celles obtenues sur le systeme
de départ.

22. Soit A symétrique définie positive de valeurs propres 0 < A, < .... < A;. On pose K(A) = A1/\, . Démontrez
que (inégalité de Kantorovitch) :

)

(Az,z)(A 1z, ) <

v 1<
vos (z,7) - 4

23. Soit A réelle symétrique définie positive. On note T la solution de Ax = b, e(z) = 2 —7, J(v) = (Az,z)—2(b, ),
E(x) = (Ae(z), e(x)), r(z) = b — Ax.

(a) Démontrez que r(x) = Ae(z) et que J et ¥ admettent un minimum unique en Z.
On s’intéresse dans la suite aux méthodes de descente de la forme : zp1 = x + agpr ou py est appellé
direction de descente.

(b) Calculez aj, qui minimise F(xp+1). On choisit cette valeur dans la suite. Démontrez que :
Th+1 =Tk — OékApk et (pk,rk—&-l) =0
(7“1:7]91@)2
Apr,pr) (A7 1re, 72)
)2 avec K(A) = conds(A)

B(wpa) = E(rg)(1 — ;) avec v, = (

1 L
Vi 2 ( ;
"= K(A) el NIl




Tk Pr
I7ell” llpe

_ K(A) —1\"
_ 7l < o=
AC k||, — 2| < C <K(A) " ]>

(¢) On suppose Ju > 0,Vk, ( )2 > p. Démontrez que x3, — T et que si 'on suppose pj, = 73 on a :

On cherche désormais dans la suite py, sous la forme pr. = ri + BPr—1.

(d) Calculez (3;, pour que la réduction de F(zy11) par rapport & F(zy) soit maximale. Démontrez qu’alors :

[ 1®

(Apr—1,P%) =0, (Thy1,7%) =0, B = — — —
l7e—1l

(e) On appelle K}, 'espace de Krylov : K}, = vect(rg, Arg, ..., A¥rp). Soit & > 1. On suppose que pour
1 <1<k, r; # 0.Démontrez que :
Vi S k—1 (Tk,pi) =0
K, =vect(ro,r1, ..., 7r) = vect(po, P1, -, Di)
Vi <k —1(px, Api) = (Apr,pi) =0 ’
Vi S k—1 (Tk,ﬁ') =0

(f) Démontrez que xj, réalise le minimum de F sur z¢ + K.

24. Ecrire lalgorithme de gradient conjugué de la maniere la “plus simple” possible pour le systéme linéaire Az = b
écrit sous la forme : ) ) )
M ZAM 3y= M zb
r= M- %y

ol M et A sont deux matrices carrées symétriques définies positives.

25. On considere dans R? la forme quadratique :

1 1 1
J(ZL’) = 5(1’2 - IL’1)2 + 5(1’3 — x2)2 + 5(1’1 — x3)2

(a) Calculer la matrice symétrique A de la forme quadratique :
J(x) = (Az, x)

(b) Quelles sont les propriétés de positivité de A.
(¢) Calculer la décomposition de Cholesky de A. Commenter le résultat.

(d) Expliciter 'algorithme de gradient & pas constant appliqué & la minimisation de J :
2F T = oF — pVJ(2F)

ol p désigne un parametre constant positif.

Pour étudier la convergence de 'algorithme, on utilise la base de vecteurs propres de A qui sont (résultat
admis) A\; = 0 et Ay = A3 = 3. On peut prendre comme base orthonormée de vecteurs propres :

1 1
v = _(]7]7])7 V2 = _(]7_]70)7 V3 =

V3 V2

A tout z on associe ses coordonnées X dans la base (v1,v2,v3):

1
%(1,1,—2)

Tr= Xﬂ)l —|—X21}2 + X31}3



(e) FEerire pour l'algorithme de gradient & pas constant la relation entre X k1 et XF

(f) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur p pour que l'algorithme converge. Quelle est la limite
de X% et ¥ ? Commenter le résultat.

26. On considere une matrice carrée réelle A d’ordre n symétrique définie positive A = (a; ;). Soit :
1
J(x) = E(Ax,x) —(b,x)

ol b désigne un vecteur de R”. On envisage un algorithme de descente pour minimiser J. On note z* le point
3 Iétape k et d® la direction de descente. Pour calculer ™', on minimise J & partir de ¥ dans la direction
d®. On cherche o tel que : J(z* + a*d*) = min J(z* + ad”)

(07

(a) Démontrez que :

d
@J( b+ adh) = (VJ(a* + adb),d)

Soit g* = VJ(z%).
(¢*,d")
(Ad", &)’
On considere a présent ’algorithme dans lequel on choisit comme direction de descente les vecteurs uni-
taires e, ea,...,e, de R™ dans cet ordre et en recommencant cycliquement.

[ _(Axk — b)i

Q5 4

)

(b) Démontrez que g8 = Az* — b et que o* = —

(¢) Démontrer que si la direction en cours est ¢; alors «

(d) Montrer que ’algorithme s’écrit alors :

k41 _ Kk C
z;T =] pour j £t

k+1 __ k
iy =bi— ) i
i

(e) Déduire de ce qui précede que n itérations de ’algorithme précédent sont équivalentes a 1 itération de
Gauss Seidel.

1
27. Soit A une matrice réelle symétrique définie positive d’ordre n, A = (a; ;). Soit J(z) = i(A:c, z)— (b,z).ol d

désigne un vecteur de R*. On envisage un algorithme de descente pour minimiser J. On note z* le point &
létape k et d* la direction de descente. Pour calculez £*T', on minimise J & partir de * dans la direction d*.
On cherche donc o tel que :

J(z* + aFd*) = min J(z* + ad®)

On rappelle que :

d
@J(xk + aFd") = (VI (2" + oFd¥), d¥)

g" =VJ(") = Ax* —b
On choisit comme direction de descente : d* = —S¢”® o1 S est une matrice symétrique définie positive.

(a) Montrer que :

d
— J(zF +aFd®) o <0
dov (.’IJ +« )\a_O_

A quelle condition a-t-on I’égalité. Commenter le résultat.



(b) Dans le cas on § =T (identité), comment s’appelle I'algorithme obtenu?
(c) Dans le cas ot S = A1, que devient I'algorithme ? En combien d’itérations converge-t-il ? Que pensez
vous de son intérét pratique ? théorique 7

On peut montrer (résultat admis) que :

2R 2y (R g Yo — N1 2 2B (2 — 7
(A( ) >>s(—%_%) (A(* — ), (o — 2)

ol 7 est la solution de Ax = b, v,, est la plus grande valeur propre de SA et v, est la plus petite valeur
propre de SA.

On suppose dans la suite que A = 7 + B ou B est symétrique définie positive et de valeurs propres :
O<py <py <. <, <e<l

(d) Montrez que :
(T+B)y'—(IT-B)=(I+B)"'B*

(e) Démontrer que :
AT = (7T = B2 < €

On considere lalgorithme de descente avec S =T — B.
(f) Montrez que v, =1 —p2 et 7y, =1 — p2.

On cherche & comparer la convergence de 'algorithme pour S = 7 et S = I — B. Soit Ajet A\, la plus
petite et la plus grande valeur propre de A. On pose :

Ap — A1

T+ N
Yo — 71

B 7n+71

To

qui sont les ”facteurs de réduction d’erreur” pour chacune des 2 méthodes décrites précédemment.

(g) Démontrez que :

_ Hp — Hq
rg= —+—=—
r= Hn — 1Y

2— (12 +413)
et que :
1
e < 3 —r <7
Commentaires.

(h) Démontrez que pour € au voisinage de 0, on a :

Commentaires.

28. Soit A une matrice symétrique définie positive. On écrit A sous la forme :
A=D-FE-LE'
avec D diagonale, F triangulaire strictement inférieure.Soit 0 < w < 2. On pose :

1 “1(p_ LRt
C:m(D—wE)D (D — wE")



(a) Démontrez que C est symétrique définie positive et que les valeurs propres de C~! A sont comprises entre
0 et 1. Montrez que pour w = 1, 1 est valeur propre de C~1A.

(b) On suppose :

D ED 'Etz,z) — 1(Dx,
I, 6§ >0 max( x’x)gu et max( z,7) — il xx)gé
240 (Ax,x) 2#£0 (Az,x)

Démontrez qu’il existe w pour lequel :

K(C14)< % (1 /(% + &)+ 1)

KAy <1+5 46

et quesiw=1:

29. Soit || .|| une norme sur l'ensemble des matrices carrées complexes d’ordre N. Soit A une matrice carrée
inversible complexe. On suppose que 'on dispose de X une “approximation” de A~!. Le but de 'exercice est

de voir que 'on peut construire une “meilleure approximation” de A~! que Xy. On pose Fg = A~ — Xy. On

1
suppose que ||Fy|| < ——
2|| Al

(a) Démontrez que :

A ' =2Xy — XgAXo + EgAEy

(b) On définit les suites :
Xpo1 = 2X5 — XpAX)
Erppi=A"1"— X

Démontrez que pour k > 0 : Ey = B Al
(c) Démontrez que la suite £, tend vers 0 de maniere quadratique et que la suite Xj, tend vers A~ 1.

(d) Calculez le nombre d’opérations nécessaires pour calculer X1 ;. Commentez le résultat.

30. Soit A symétrique réelle d’ordre n. Soit 1 < p < ¢ < n. Soit # un réel et {2 la matrice définie par :

Qpp = Qgq = cos b

Qp g =—yp =sinb
Qii=1sii#p,q

Qi; =0siiF#p,qet j#p,q

Soit B = 1L AQ.
(a) Démontrez que € est orthogonale, que B est symétrique et vérifie :
n n
2 _ 2
M=)
t,j=1 i,j=1

On suppose désormais que a,, # 0.

Qqq — Qpp On

(b) Démontrez que : 310 €] — 7,0[U]0, T[ bpq = 0, et que c’est 'unique solution de cot 20 = 5
pq

prend désormais pour 6 cette valeur et on pose B = fp,(A).

10



(¢) Démontrez que :
n n
S =3 a4 2,
i=1 i=1

(d) Démontrez que :
bij =aij st t£p,qetj#pq
bpi = apicosl) —agsinf st i £p,q
byi = apisinf +ag;cosl si t #p,q
bpp = Qpp cos? 0 + Qgq sin? 0 — (pq sin 20
byq = pp sin? 0 + gq €082 0 + apg sin 20

(e) Calculez t = tan @ en fonction de T = cot 260; Calculez ¢ = cos 0 et s = sin ¢ en fonction de ¢. Vérifiez que :
bpi = capi — Saq; St 1 F# P, q
by = Sy +C0g; ST L F£D,q

bpp = pp — Lapq
bgq = tpp + Lapg

1 —0.5 —-0.5
(f) Soit A= —0.5 1 —0.5 | . Calculez B = f12(A), puis fa3(B).
—0.5 —-0.5 1

31. On munit l’espace des matrices carrées M,, d’une norme matricielle. Pour une matrice A, on définit :
+00 1
et = E —AF
k!
k=0

(a) Démontrez que cette série est convergente.

(b) Démontrez que si A et B commutent alors ee? = eA+E.
)
)

(c

(d) Soit A une matrice carrée et (E) ’équation différentielle :

Démontrez que Papplication de R dans M, t — e** est dérivable et calculez sa dérivée.

y+Ay=f t€][0,7]
(E) { y(0) = o

ol f est une fonction de classe C*°. On admet I'unicité de la solution. Démontrez que cette solution est :
¢ ¢
e My —|—/ e A f(t—s)ds = e My —|—/ e =4 f(5)ds
0

0
32. On considére I’équation différentielle dans R :
Yy +ay=0 tel0,1]
F
(&) { y(0) =10
On subdivise [0, 1] par z, = nh, et h = 1/N out N est un entier. Soit la suite y,, définie par :

Yn+1 — Yn

5 +ay,=0 et yo=2>
(a) Calculez y,, en fonction de b, h, n et A.

(b) Démontrez que :
a’x,

Yn = be " — hb e % + O(h?)

11



(¢) Démontrez que :

Yn — y(x’n) = O(h)

33. Soit ¢ continue de R dans R, et f de classe C'.

(a) Calculez la dérivée de H(t) = e fotg(s)ds f(@).

(b) On suppose que f vérifie f' — gf <0 sur RT.
Démontrez que : YVt € RT  f(t) < f(0) efotg(s)ds.

(c) Soit ¢ continue sur RT et h continue et positive sur BT. On suppose qu'il existe C' tel que : Vi €
RT ¢(t) < fo s)ds + C. Démontrez que (Lemme de Gronwall) : Vi € RT ¢(t) < Cef Ms)ds

34. Soit, ¢ réelle vérifiant : IK > 0,Yu,v € R, |¢p(u) — ¢(v) < K|u—v|. Soit f et ¢ deux applications réelles
continues. g vérifie : Je;1 > 0,Vu € R, |g(w)| < e1. Soit y et z solutions de :

{ Yy + ¢() f {;,((;Bi(za)fgﬁw

(a) Ecrire I'équation différentielle dont est solution w = 2z — .
(b) Démontrez que sur [0,7], w = O (Jeo| + |e1|).

w4+ ¢ (yu=g

On suppose désormais que ¢ est de classe C2. Soit u solution de :{ w(0) = ¢
=£o

(¢) FEerire 'équation différentielle dont est solution 0 = w — w.

(d) Démontrez que sur [0,7], 6§ = O <|€0|2 + |€1|2).

35. Soit (F1) I’équation différentielle : y’' — 3y = —3¢,¢ € [0, 5].

(a) Résoudre (F1) pour les conditions initiales % et % +e.

(b) Calculez y(5) pour les 2 conditions initiales. On dit que (F1) est numériquement bien posé avec la
premiére condition et numériquement mal posé avec la deuxieme. Soit (F2) 1'équation différentielle :
y' + 150y = 49,¢ € [0,1].

(¢) Résoudre (F2) et démontrez que (F2) est numériquement bien posé.

36. Résoudre I'équation différentielle : y" + a%y = sinwt, y(0) = «, y'(0) = G.

12



37. Sur [0,77], on définit une subdivision tp = 0, < t; < ... <ty =7T. On pose h,, =tp11 —tp, h = Jmax, h,. On
n<

considére I’équation diflérentielle réelle :

{ y, = f(tvy)vt € [OvT]
y(0) = a

On suppose que f vérifie la condition de Lipschitz :
3L >0,Yy,2 € RVt € [0,T],1f(t,y) — f(t,2)] < Lly — 2|
et que y est de classe C2. On pose M = max y"(t).

t€]0,7)

La méthode d’Euler s’écrit :

Yo = ap,

{ Yn+1 = f(tnvyn)
ol ay, est une “valeur approchée” de « telle que %irr(l) ap = a. On pose:
En = y(tn—H) - y(tn) - hnf(tnvy(tn))
(a) Soit 8, et ¢y, 2 suites de réelles vérifiant : 0,11 < (1 4+ Lhy)0, + ¢,,. Démontresz:
n—1
Vn e N,0, < elltn=to)gy 4 Z eltntirt) e,
i=0

(b) Démontrez que:

len] =

tnt1
/ (tna1 — t)y”(t)dt‘ <h:M
t

n

[ -] -

n

(¢) Démontrez que:
ent1 = €n + P (f(En,y(En) — f(En,Un)) + €n et |ent1] < (1 + Lhy)len] + |en|

(d) Démontrez que :

len] < eX (|ap, — af +t,Mh) et lim < max |en|> =0
h—0 \0<n<N

Dans la pratique, on calcule f(¢,,y,) avec une précision p,,, et 'on commet des erreurs d’arrondis p,, sur
le calcul de ¥, 1. On suppose Vn, |u,,| < i et |p,| < p. En fait, on calcule donc y;: solution de :

(e) Démontrez que (e}, =y(tn) —y):
len 1| < (14 Lhy)len| + len| + hnp+p

puis que :
leal < €7 (g, — ] + £ Mh + topi 4 mp)
Donnez une interprétation pour chacun des 4 termes de la majoration précédente et expliquez ce qui

numériquement risque de se passer.

(f) On suppose que ¥n,h = h,, démontrez que 1'on a pour |e}| une majoration de la forme:

C
et | §A+Bh+% = o(h)

Etudiez ¢ et en déduire qu’il existe une valeur “optimale” pour A. Démontrez qu’il existe h tel que si
h <k, alors Yn,y} = aj.
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On consideére un schéma de résolution de la forme:

S, { Yn+1 = Yn + hnq)(t'ruy'ru hn)
o]
Yo = Qp

out @ est une application de [0,7] X R x [0, l~1] dans R continue qui ne dépend que de f et %im ap = a. On

—0

pose:

{ en = Y(tnt1) = Y(n) — hnd(tn,y(tn), hn)

On dit que le schéma S¢ est consistant ssi:

N-1
lim > " |en| =0
h—0

n=0

On dit que Sg est d’ordre p (p > 1) ssi:

N-1
> leal = 0)
n=0

On dit que Sg est stable ssi:

IM > 0,tel que Vi € [0, B],Vﬁn,yn, Zn, suites de réels vérifiant :
Yn+1 = Yn + hnq)(t'ruy'ru hn)
Znt1 = 2n + hn@(tn, 2n, b)) + 3, on ait :

N-1
Jmax, |20 —yn| < M <|ZO — Yol + nz=:0 |6n|>

On dit que S est numériquement stable ssi il est stable avec une constante M < 1. (Remarque : il existe
des “dizaines” de notions différentes de stabilité...)

On dit que S est convergent ssi:
lim < max |en|> =0
h—0 \0<n<N
Démontrez que le schéma d’Euler explicite est de la forme S ,qu’il est consistant, stable, et numériquement

stable sous une condition sur h. Interprétez les notions de stabilité et de stabilité numérique au travers
des exemples déja vus.

Démontrez que si Sp est consistant et stable alors il est convergent. Démontrez que si Sp est stable et

d’ordre p, alors:
3C > 0,Yn < N, |e,| < C (Joap, — a| + AF)

Démontrez que :

lin 3 Jen) = [ 150 = et 01

h—0

Démontrez que :
S est consistant <= Vit € [0,T],Vy € R, ®(1,y,0) = f(t,y)
Démontrez que si :

3K > 0,¥t € [0,T),Yy, 2 € R,Yh € [0, h], |®(t,y,h) — B(t, 2,h)| < K|y — 2

alors S est stable.

On suppose f de classe CP. On définit la suite de fonctions f5 par:

folt,y) = f(t,y)

0<k<p—1, forn = Do)+ 2o ) fuity)

y

o
ot

Démontrez que y est de classe CPT1 et que yF D (1) = fi(t,y(t)).

14



(m)

On suppose @ et f de classe CP et que:

O(t,y,0) = f(t,y)
vt € [0,T),Yy € R : Faati

1
Ve<p—1,—(t,y,0) = = fr(t
=P 7ahk( 'Y, ) ]ka( 7y)

Démontrez qu’alors Sp est d’ordre p. La réciproque est vraie, on I'admet.

On suppose f de classe CP et que les fonctions fj vérifient la condition de Lipschitz. Soit ® définie par:

p—1 .5

Oty h) =Y %fk(t,y)

k=0

) Démontrez que Sp est d’ordre p et stable. Quel est le défaut de cette méthode ?

Soit g un entier > let 0 < ¢; < g < ... <cg < 1et by, by ..., by des réels, A = (aij) une matrice carrée
réelle d’ordre q. On définit :

q
Oty h) =Y bif(t+¢ih,w;(y, h))
j=1

ol les w; sont solutions du systeme ST (non linéaire) :

q

ST:1<i<q,wy,h)=y —l—hZaijf(t +cjh,w;(y,h))
j=1
Le schéma Sgcorrespondant appelé Runge-Kutta s’écrit
q
Yn+1 = Yn + hay ijf(tn + thnij (y'm hn))
j=1

Démontrez que si hLp(|A]) < 1, alors ST admet une solution unique et RG est stable.

e 0 - 0
On pose e = (1,1,...,1) e R1,C = 0 e . Démontrez que RG est d’ordre 1 ssi:
SO
0 0 ¢
(bye)=> by =1
j=1

Démontrez que RG est d’ordre 2 ssi :
1
(bye) =1 et (b,Ce) = (b, Ae) = 3
On pourrait démontrer que RG est d’ordre 3 ssi on a en plus:
9 1 1
(b,C 6) = § et (b7AC€) = E

et d’ordre 4 ssi on a en plus (de toutes les conditions précédentes) :

1

1
7

1 1
3 _ 2 N 2 — — _
(b,C%¢) = b, AC%e) = —]2,(b,A Ce) 51 (b,CACe) 5
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(s) On peut représenter une méthode de RG par le tableau:

c1 aix Q12 - Qg
2| app an
C
T | g1 Qg2 Ogq
| by by - by

Ecrire les tableaux correspondants aux méthodes d’Euler explicite, rétrograde et centré. Vérifiez 1'ordre
de ces schémas grace aux derniers résultats.

(t) Soit la méthode de Runge-Kutta définie par :

—_ N0 = O
O Onir O

Wi Opim O O
viHlo © © O
Sl el el e )

Démontrez que ce schéma est d’ordre 4 et explicitez le.

=
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