Analyse Numérique Matricielle T. Nkaoua

PARTIEL. 18 Novembre 1998 (2 Heures)

Introduction

Le but de ce probleme est de construire une méthode de résolution de systémes linéaires basée sur la question
suivante : si l'on sait résoudre un systéeme d’ordre k, sait-on résoudre le systéme d’ordre k£ + 1 obtenu en “rajoutant”
une ligne et une colonne au systéme de départ et en “rallongeant” le second membre? Si la réponse a cette question
est oui, alors en partant d’un systeme d’ordre 1, on saura résoudre un systéme d’ordre n.

Toutes les matrices considérées sont réelles. Soit Az une matrice carrée d’ordre k inversible, 23 un vecteur colonne
d’ordre k, vg un vecteur ligne d’ordre k et a; un réel. On assimilera comme d’habitude les matrices 1 x 1 & des réels.
Soit A1 la matrice carrée d’ordre k + 1 obtenue en rajoutant une ligne et une colonne & Ay :

A
Ay = < v: Z]; )

Dans toute la suite, on utilisera ce “découpage” pour décrire les matrices. On suppose que A admet une décomposition
LU notée LiUy. On pose oy = ag — UkAlzlzk.

1. Expliquez comment on fait “pratiquement” pour calculer ay.

2. On suppose que Aj. 1 admet une décomposition LU notée Ly U 1. En écrivant Ly, et Uy sous la forme:

X 0 M N
Lk+1:<y b)Uk+1:<0 ¢ )

oll X et M sont des matrices carrées dont on précisera la forme, ot Y est un vecteur ligne, o N un vecteur
colonne et ou b et ¢ sont des réels, calculez explicitement Ly, et Upiy en fonction de Ly, Uy, vy, 25 et ay.
Calculez oy, en fonction de det Ag et det Agy .

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que Ay soit inversible et admette une décomposition
LU.
On suppose cette condition remplie dans toute la suite.

4. De méme, calculez leil et Ul;_ll. En déduire une expression de A];l_l en fonction de Alzl, 2k, Uk et ay.
Soit x, la solution de Apxp = by on by est un vecteur colonne de dimension k. Soit zpy; la solution de

b
Ap1Tpr1 = < f]; ) = by+1 ol fr est un réel. On pose B, = fr. — viTs.

—A1
xk+1=<gk>+&<] k Zk)
.

Soit yy, la solution de Liyr = by et yrq1 celle de Lyr1yrr1 = bpr1.

5. Montrez que :

Vg
6. Montrez que les vecteurs ak et < xk]+1 ) sont orthogonaux.
—fx
7. Calculez y541 en fonction des quantités d’indices k. Calculez U, _:lyk+1 et retrouvez le résultat de la question
précédente.

8. Décrire en détails la méthode de résolution envisagée dans 'introduction, en présisant bien quels calculs sont
effectivement mis en oeuvre lors de I'implantation informatique.



